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( - AT’í'n M-O I 

E L P U N T O 

NOCIONES PRELIMINARES. PLANOS DE P R O Y K LEÍ O i\. 
REPRESENTACION DEL PUNI O. POSICIONES DEL PUNTO 

§ 1 OBJETO DE LA GEOMETRÍA DESCRIPTIVA. ORIGEN 

1. — Son conocida? las dificultades con que ordinnriaioeM.fr 
tropieza cuando se quiere represenlar un cuerpo sobro una impi de 
pap(>l. El dibujo obtenido, el de la figura 1, por ejemplo, da una 
idea general del objeto representado, pero no su forma rigurosa n:i. 
sus medidas. El constructor de una casa o el fabricante de una 
máquina o de una simple herramienta necesitan, además de la idea 
general del trabajo que deben ejecutar, un dibujo cuya leelur;» per¬ 
mita determinar la forma precisa, la disposición d' las partes y las 
medidas de la casa, máquina o herramienta, de modo que sea mate 
rialmente posible su exacta construcción. He ahí el objeto de la 
Geometría Descriptiva . Enseñar cómo debe confeccionarse la re¬ 
presentación plana de un objeto de modo que aparezca o puedo 
deducirse su forma precisa, así como la distribución y dimensiones 
de sus elementos constitutivos. 



La Geometría Descriptiva suministra las bases teóricas de’i di' 
bujo técnico. 
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2. __ Algunas reglas empíricas necesarias para la representación 
de los cuerpos, así como para resolver distintos problemas prácticos, 
eran conocidas desde la antigüedad. La construcción de los grandes 
templos y palacios, cuyas ruinas podemos admirar todavía, exigió, 
sin duda, dibujos de plantas, fachadas y perfiles, así como nociones 

prácticas sobre corte de piedras. t 

En la construcción del templo de Jehova, dispuesta por Sal,o- 
’ívióx, los albañiles y los aparejadores cortaron y aparejaron madera 
y la piedra para labrar la casa. En el libro de los Reyes, capítulo vi, 
ie lee: “Y la casa cuando se edificaba, la edificaban de piedras en¬ 
leras como las traían; de tal manera que cuando la edificaban, ni 
martillos ni hachas fueron oídos en 1a. casa, ni ningún otro instru¬ 
mento de hierro”. Las piedras eran traídas, pues, desde las canteras, 
perfectamente cortadas y aparejadas. 

En la época del Renacimiento los conocmncnlos sobre repre¬ 
sentación gráfica de objetos fueron notablemente aumentados (Leo¬ 
nardo da Vingi y PíERO DELLA Francesca), sobre todo los referentes 
a perspectiva; pero recién en la Edad Moderna, Gaspar Monge 
(1746-1818) reunió, completó y coordinó las reglas conocidas, dando 
dignidad de ciencia a la Geometría Descriptiva. 

§2. PROYECCION ORTOGONAL 

1._Dado un punto P del espacio y un plano jc (fig-2), llá¬ 

mase proyección ortogonal del punto sobre el plano , el pie P\ de la 


jP 



perpendicular conducida desde el punto al plano. El plano jt es el 
plano de proyección-, la recta PP X es la proyectante del punto P. 

2._La proyección ortogonal de una linea l sobre un plano 

ir es ía línea l u formada por las proyecciones ortogonales de todos 
sus puntos sobre el mismo plano s (% 3). El conjunto de provee- 




LA TASKA LLC'J A 


{.antes tía los puntos de la línea constituye una superficie llamada 
superficie (11í mírica proyectante de la linea. 



3.— Si en vez de una línea cualquiera se trata de una recta r 
(fig. 4), la superficie cilindrica proyectante se reduce a un plano 



proyectante. I.„a proyección r> do t\ ademas de ser el conjunto de !«*■■ 
proyecciones de todos los puntos de r, es también la intersección del 
plano proyectante y del plano de proyección. Da Geometría Elemental 
enseña que la intersección de dos planos es una recta, por lo que 
podemos afirmar que la proyección ortogonal de una recta sobre un 
plano es, generalmente , una recta . Decirnos generalmente porque * > 
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yección do P sobre jt. Cualquier otro punto, P' por ejemplo, situado 
sobre la proyectante PP U tiene también T\ corno proyección. So com¬ 
prende entonces que el conocimiento de P i no es suficiente para vol¬ 
ver a determinar el punto P del espacio. Lo único que puede afir¬ 
marse es que se encuentra sobre la perpendicular e n P\ al plano tnq. 
Pero si además de P 1 conocemos también la longitud P,P toda incertr 
dumbre desaparece y el punto P queda perfectamente delei minado. 

La longitud P^P es la cota del punto P. 

2,_Para bacer conocer la cota de un punto la Geometría Des¬ 

criptiva emplea dos métodos distintos: 

1* Además de la proyección P\ se da también la proyección P 2 
del mismo punto P sobre otro plano perpendicular al * 1 ; las proyec¬ 
ciones de P y P' sobre este nuevo plano ya no se confunden, entonces 
(fig. 8), y el punto P queda determinado por la intersección de las 



proyectantes correspondientes a Pi y ¿V Este método es el de la 
doble proyección ortogonal (*) o método de Monge ( ). 

2*? Al lado ele la proyección P, de P sobre el plano tí se coloca la 
correspondiente cota figurada mediante un número. Así. la ^ 

da la proyección del punto P ? distante 10 unidades lineales del pla¬ 
no ji. Da también la proyección del segmento de recta AB , cuyos 
extremos A y B tienen como cotas 15 y 26 unidades, respectiva¬ 
mente. Este método es el de las proyecciones acotadas. 

§ 4. PLANOS DE PROYECCION 

1,_En el método de la doble proyección ortogonal se elige un 

plano horizontal y jci, y otro vertical , Puede imaginarse, por ejun 
pío, que el plano horizontal sea el del piso del aula y que el vertica 


(*) Para ciertas cuestiones emplóanse a veces dos planos de proyección no 
(♦*) Gaspar Monge, nacido en Beaume, provincia de Borgoña, el 10 de mavo 
ortogonales (proyección paralela oblicua), 
de 1746 



LA UN LA RECIA 


sea el fie mía ríe las paredes. La inira ■sección de osos dos píanos es !a 
linca ¡le tierra., os indicada generalmente mediante la escritura / /’ 
(fig. 10). La proyección de un punto sobre el plano horizontal os la 
primera proyección o proyección horizontal del punto. La indicare¬ 



mos colocando el subíndice 1 o la letra empleada para designar el 
punto. Así, 1\ es la proyección horizontal de P. La proyección sobre 
oi plano vori i cal es la segunda proyección o proyección-vertical del 
punió. La indicaremos agregando el subíndice 2 a la correspondiente 
letra del punto. Así. P« es la proyección verde al de P. 

Para indicar que un punto /\ por ejemplo, llene como proyeccio¬ 
nes P\ y P*¿, emplearemos la escritura P^-~- (P], P 2 ). La distancia P\P 
del j)unto P al plano horizontal es la cota de P: la distancia P<>P al 
plano vertical es su alejamiento . 

2. Los ()ns planos th* provecí ion dividen el (spíuin en cuatro 
regiones (diedros rectos), que se* llaman, respectivamente, L, 1L, IIP 
y IV* región del espacio (*). 


(* o ti.iniii -- :i r-\ v v r rJn'ri t f > 
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Se conviene en que la l í} región es la situada delante del plano 
vertical y encima del horizontal; la II 1 . detrás de) plano vertical y 
encima del horizontal; la 111% detrás del vertical y debajo del hori¬ 
zontal; la IV% delante del plano vertical y debajo del horizontal. 

El observador se supone situado siempre en la I* región, teniendo 
el extremo L de la línea de tierra a su izquierda y ci extremo 1 a su 
derecha, 

§5. REPRESENTACION DEL PUNTO 

1. — Supongamos (fig. 11) un punto P situado en la I* región. 
Sus proyecciones son y P g . Las proyectantes PPj y PP 2 determinan 
un plano que es perpendicular al plano horizontal y al vertical; las 
intersecciones P 0 Pi y P 0 P 2 de ese plano con los de proyección son, de 
acuerdo con la Geometría Elemental\ perpendiculares a la línea de 
tierra y perpendiculares entre sí. La figura PP¡ P n P-, es. por lo tanto, 
un rectángulo, y se puede escribir 



PyP — PoPn, 

PTP = RP,. 




LA f.INLA ULCTA 


Q 


rnedídu 1 * <'-■[.< y< srgmenlii- íík diante una unidad arbitraría y establecido 
para eil.^ un cierto sentido positivo. 

.. Si en henees lia (.vi nos girar el plano ver luía 1 alrededor de Í/T en 
sentido contrario a las agujas del relej ha si a hacerlo coincidir con el 
horizonwh ti js segmentos P„/b y P i\, peí peno;■ uhnvs ainl -es v. LT y 

quedarán uno a coutinunción de ctvo, y los 
puntos P i y P:> estarán sobre una misma 
perpendicular a la línea de tierra . A esta 
perpendicular se le llama linea de referencia . 
En la figura 12 el plano vertical fuá girado, 
abatido o rebatido, en la forma indica da, y 
so obtuvo un dibujo que cousiilnye la repre¬ 
sentación o figura descript’wa de! pimío P. 
Mas común¬ 
mente se su¬ 
prime el con¬ 
torno de los 
planos, y la 
r e p resenta- 
ción toma en¬ 
tonces el aspecto de la figura 13. Me¬ 
diante la figura descriptiva tenemos 
los elementos necesarios para indi vi- ¿fD 

dualizar el punto P del espacio. Basta Fig ^ 

imaginar la perpendicular en P\ al 

plano del dibujo y llevar sobre esta recta, a partir de Pi y encima 
de este punto, una longitud igual a P 0 Pq- 

2. — El punto objetivo P ha sido considerado en la I* región, 
pero puede, naturalmente, estar en cualquiera de las otras tres. ¿Có¬ 
mo distinguiremos en la figura descriptiva estas diferentes posiciones? 
Ms lo que veremos en el parágrafo siguiente. 

* <>. POSICIONES DEL PUNTO 

1..El punto está situado en la E región (fig. 14). 

Después del abatimiento se obtiene la representación que ya cono- 
icmos: la proyección vertical P 2 aparece encima de LT ; la proyección 
horizontal P\ aparece debajo. El segmento P 0 P 2 da la distancia del 
punto al plano jti; el P 0 Pi da la distancia al plano n 2 . 




Fig. 12 
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q) figura espacial b) figura descriptivo 



Se ve que las dos proyecciones se encuentran encima de la línea 
de tierra . 


o) figura espacial b) figura descriptiva 





rúa i\<). 


(,}:'.()íüF'iHlA i)t 


5 .. -• - j\i i 1 a s represen \:<c j or j e con'ex j ! n h í m 1 1 es n pi u ¡ t o s s ¡ u U'<\< >s 
a« las regiones II* y IV» la colocación relativa do ias_proyer.do.ocs no 
es necesariamente la indicada cu las figuras i:> y 17. Iodo uopende 
de los valores de las cotas y de los alejamientos, aunque ambas proyec¬ 
ciones aparecen siempre a un mismo lado de LJ y sobre una misma 
perpendicular a esta. Si la cola es igual al alojamiento, las dos pro¬ 
ra p yecciones se superponen, y se obtienen cnton- 
H ces representaciones como las do la figura 18. 


FlG. 1H 


§7. PUNTOS SITUADOS EN UNO DE LOS 
PLANOS DE PROYECCION 

1. — El punto del espacio puede encon- 
trarse en el plano horizontal; entonces él mis- t 2 
mo es su proyección horizontal. Como la cota es nula, la proyección 
vertical (fig. 19) se encuentra en línea de tierra. 



Pie. 19 


2..El punto P . considerado en el caso anterior, encuéntrase 

en el plano horizontal, delante de) vertical; podría encontrarse detrás 
de este ¡.laño. Es lo que se tiene en la figura 90 
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4* — En fin, si el punto está en 
la línea de tierra, él mismo se confun¬ 
de con sus dos proyecciones (fig. 22). 

§8. PUNTOS SITUADOS EN PLANOS DISECTORES 

1. —Se sabe que plano bisector de un diedro es el plano que 
pasando por la arista del diedro divide a este en dos partes iguales. 
Las cuatro regiones determinadas por los planos de proyección dan 
lugar entonces a dos planos biseclores: uno para las regiones I* y III 4 , 
otro para las II* y IV*. 

2, — Un punto cualquiera P situado en el plano bisector del 
primer diedro (fig. 23) equidista de los dos planos de proyección, 

O) figura espacial b) figura descriptiva 


L__ A1A2 

Fig. 22 





L iü T 


propiedad que se verifica también 
para todos los puntos del plano 
bisector de cualquiera de los otros 
Fig. 23 diedros. La representación del 
punto P antes considerado tiene, 
por lo tanto, Py y dispuestos simétricamente con respecto a LT, es 
decir, dispuestos de modo que _ 

P 0 P 1 = PoP^ 


3. — Para pun¬ 
tos situados en los 
planos b i sectores de 
los diedros 2", 3- y 
4- se obtienen las 
representaciones de 
la figura 24 : puntos 
P, Q y 7L respecti¬ 
vamente. 






LA LINEA RECTA 
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$ Sh PLANO DE PERFIL 

1. — Los dos planos Jti y jfe son suficientes, en general, para 
estudiar las figuras del espacio. En algunos casos resulta necesario 
recurrir a un tercer plano jt Sí perpendicular a los dos primeros. Es 
o\ plano de perfil o 
l creer plano de pro ¬ 
yección (fig. 25). 

Los tres planos 
de proyección for¬ 
man un triedro tri- 
rcctangular y se 
cortan según tres 
rectas perpendicu¬ 
lares entre sí, que 
concurren en el 
punto O. Para ob¬ 
tener la representa¬ 
ción puede abatirse 
este tercer plano so¬ 
bre el plano verti¬ 
cal, haciéndolo gi¬ 
rar alrededor de OY, o también sobre el horizontal, haciéndolo girar 
alrededor de OX, 
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2. — En los dibujos de máquinas. muebles. ('le., m: ejecutan: una 
proyección horizontal o plañía , una proyección Aórtical o elevación y 
también, a menudo, una proyetxión de perlil o vista de perfil o sim¬ 
plemente perfil (fig. 26). 

S10. PERFIL DE IJN PUNTO 

1. — Sea un punto P (íig. 27). Sus proyecciones horizontal, y 
vertical son P L y P 2 . Llevando desde P la perpendicular a) plano de 
perfil se tiene la tercera proyección P-¿ del punto. Si se abate el plano 

o) figura espacial b) figura descriptiva 



;r 3 sobre el % 2 haciéndolo girar alrededor de 01', que constituye una 
nueva línea de tierra, la proyección P 3 describe un cuarto de circun¬ 
ferencia. La figura descriptiva hace ver que el alejamiento P 0 Pi ha 
sido llevado a P¿P S perpendicularmente a OY mediante la construc¬ 
ción que aparece en el gráfico. 

2,— La figura 28 se refiere al abatimiento del plano de perfil 
sobre el horizontal. 

SU. CONVENCIONES PAR V El, DIRIMO 

1..Para que una figura descriptiva pueda ser leída es necesario 

dibujarla de acuerdo con ciertas convenciones admitidas en Geometría 
Descriptiva . Ellas son: 

1* l os dos planos de proyección son considerados opacos- en con¬ 
secuencia. sólo son visibles las firnir:)- situadas c »m la T*- 1 reglan. 







LA LINEA RECTA 


V 


2* Las proyecciones de los datos y las de los resultados se dibujan 

vn negro mediante trazos continuos llenos (-) si se trata de 

[jarles visibles, o trazos muy pequeños (.), o simplemente 

Ijuntos, si de parles invisibles. 


a) b) 



3* Las proyecciones de líneas auxiliares se dibujan en forma de 

pequeños trazos do igual longitud (-), o bien mediante trazos 

«nntinuos muy finos (-), o también llenas de color carmín. 

4 l - Las líneas auxiliares de cierta importancia, ejes de simetría, 
por ejemplo, se suelen representar mediante trazos y punios alter¬ 
nados (-). 

2. — A veces se conviene en distinguir las lineas dadas visibles 
«le las líneas pedidas, también visibles, utilizando para las últimas 
i mizos continuos más gruesos que para las primeras. 

112. APLICACIONES 

1. — Dibujar 3a figura descriptiva de un plinto de la I* región 
Minado a 25 mm del plano Jtj y a 35 mm del ji¿ (*). 


(*) Si se establece el sentido para las cotas y los alejamientos, no hace falta la 
indicación de ln región del espacio. Se admite generalmente que sean positivas las 
• •Mus contadas encima de J'i\ negativas las contadas debajo. En cuanto a los aleja¬ 
mientos son considerados pnsilivos contados delante de LT } negativos en caso con 
Jimio. Así, si un punto tiene cota negativa y alejamiento positivo, pertenece a 
l*i IV* legión. 
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Fie. 29 


Traiéndose di; un punto 
de la primera región la pro¬ 
yección horizontal debe estar 
debajo de LT ; la vertical, en¬ 
cima. Tomando entonces so¬ 
bre la normal a Ja línea de 
tierra 

F 0 Pi 3 35 mm, 

KP 2 - 25 mm, 

se tiene (fig. 29) la repre¬ 
sentación pedida. 

2. — Leer la figura des¬ 
criptiva dada en la figura 30. 

Como las dos proyeccio¬ 
nes están debajo de LT, el 
punto pertenece a la IV !X re¬ 
gión. Hállase, además, a 10 



Fig. 30 


mm del plano % 2 y a 15 mm 
del plano jti. 

3* — Dibujar la figura 
descriptiva de un punto del 
plano b i sector del 3 er diedro, 
situado a 35 mm de los pla¬ 
nos de proyección. 



Por tratarse de un pun¬ 
to del 3< r diedro la proyec¬ 
ción horizontal está encima 
de LT, la vertical, deba)o. 
La representación pedida es 
entonces la de la figura 31. 



Fig. 31 



LA LINEA RECTA 
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4. — Se comprende que si las cotas y los alejamientos de una 
figura son grandes, puede emplearse en la figura descriptiva la escala 
gráfica que resulte más conveniente. Así, la figura 32 corresponde a 
un punto situado a 30 cm del plano horizontal y a 20 cm del vertical. 
Pertenece al 3 er diedro. 



EJERCICIOS 


1. Representar un punto del 2° diedro sabiendo que dista 10 cm del plano hori¬ 
zontal y 8 cm del vertical. 

K. Dar la representación de un punto del sermplano vertical superior, que está 
a 3 cm del plano horizontal. 

S. Representar un punto de alejamiento — 5 cm y cota cero. 

Dar la representación de un punto del plano bísector del l or * diedro sabiendo 
que está a 10cm de la línea de tierra. 

Hallar la tercera proyección de un punto de alejamiento 3 y cota 2,5. 

/. Hallar la tercera proyección de un punto de alejamiento — 2 y cota — 3. 
Representar un pinito del plano vertical, de cota — 8 cm. 



Capítulo II 



L A L I N E A REC T A 


§ 13. REPRESENTACION DE LA RECTA 

1.—-Vimos ya que una recta se proyecta sobre un plano bajo la 
forma de una recta, con la excepción indicada en la figura 3, § 2, Si 
entonces proyectamos una recta r (fig. 33) primero sobre el plano 



horizontal y después sobre el vertical, obtenernos dos proyecciones 
1 1 V ro (le la recia dada. Los planos proyectantes de r son: uno, per¬ 
pendicular al plano tu, es el plano proyectante horizontalmente ; otro, 
perpendicular al plano jc^ es el plano proyectante verticalmente . Si 
después de obtener r y y r*¿ abatimos eí plano % sobre el jij mediante la 
conocida rotación alrededor de Ll , se tiene sobre el único plano ?ti 
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el par de rectas r x 
y r 2 (fig. 34), que 
constituyen la re¬ 
presentación de la 
recta objetiva. Las 
dos proyecciones r t L T 

y r 2 son suficientes, 
en general, para de¬ 
terminar la recta 
del espacio. En efec¬ 
to, si imaginamos 
que el plano JI 2 
vuelve a su posición 
primitiva, condu¬ 
ciendo por r x un 
plano perpendicular al plano Jii y por r 2 un plano perpendicular 
al ji 2 , la intersección de estos dos planos da la recta objetiva r (*). 

La recta rx es la primera proyección o proyección horizontal de la 
recta r; la recta r 2 es su segunda proyección o proyección vertical y 
se escribe 

(n, r 2 ). 

2. — Como dos 
puntos determinan 
una recta, ésta es 
considerada conoci¬ 
da si se dan las pro¬ 
yecciones Ax, y 
B ly de dos de 
sus puntos A y B 
(fig. 35). La pro¬ 
yección horizontal 
7*1 se obtiene unien¬ 
do mediante una 
recta Ai y B±; la 
vertical, uniendo A 3 
Fig. 35 y 

3 . — a la inversa, si se conocen las proyecciones r a y r 2 de una 
recta, se determinan las proyecciones P\ y P? de un punto P de r 
(fig. 36), teniendo en cuenta que P x y P a deben encontrarse sobre 
y respectivamente, y sobre una misma perpendicular a LT. 


(*) La recta r queda así determinada y es única. Se exceptúa el caso en que 
r . y son perpendiculares, en un mismo punto, a la línea de tierra. En este caso 
h\ recta se presenta, Konoralmente, mediante un par de puntos A y B. 
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Fig. 36 


4. — Es fácil 
demostrar que si un 
segmento es dividi¬ 
do por un punto en 
una relación dada, 
también las proyec¬ 
ciones del punto di¬ 
viden en la misma 
relación las pro¬ 
yecciones del seg¬ 
mento. 

En efecto (fi¬ 
gura 37), si AB es 
el segmento y P el 
punto que lo divide 

en la relación —* 

71 


se tiene, por el co¬ 
nocido teorema de 
Thales, 

~AP _ AJ> r 

TE “ T\B 1 ’ 

y entonces, si por 
hipótesis 



PB n 


también 

A\P\ _ m 

7T 

Del mismo modo se 
demuestra que 

A 2 Pq __ m 
P 2 B 2 n 



Fig. 37 


En particular, las proyecciones del punto medio de un segmento 
dividen en dos partes iguales las proyecciones del segmento. 


§ 14. TRAZAS DE UNA RECTA 

1. Se llaman / razas de una recta ios puntos en que ésta en 
cuentra o atraviesa los dos planos de proyección. Así (fig. 38), los 
puntos H y V son las trazas de la recta r. Con más precisión, H es 
la traza horizontal y V la traza vertical,. 

I-a traza H es un punto del plano jtj, su proyección horizontal H\ 
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coincide con el mismo punto su proyección vertical está sobre 
la Hnea de tierra. 



de tierra. La represen- 
*2 tación de las trazas es 

entonces la indicada en 
la figura 39. 



Hi 


2* — La represen¬ 
tación anterior permite 
T hallar en seguida las 
proyecciones r x y r £ de 
la recta r del espacio. 
Basta unir las proyec¬ 
ciones homónimas, es 
decir, //i con V x y 
con V 2 (fig-40). ' 


3. — A la inversa, 

conocidas las dos pro¬ 
yecciones r x y r*> de una 


F lg. 39 




D. DI PIETRO.--GEOMETRIA DESCRIPTIVA 


24 

recta es posible determinar sus trazas. Para esto (iig. 41) se pro¬ 
longan las dos proyecciones hasta encontrar la línea de tierra. El 
punto en que la proyección horizontal encuentra IJT da V h proyec¬ 
ción horizontal de la traza vertical; su proyección vertical encuéntrase 


a ) b) 



Fio. 40 


en V 2 sobre la prolongación de r 2 , El punto en que la proyección r 2 
encuentra. LT da proyección vertical de la traza horizontal; la 
otra proyección encuéntrase en sobre la prolongación de n. 


Q ) b) 



it, 

Fio. 41 



LA LINEA RECTA 


25 


4. — Según que la recta r no atraviese la 1% la II 9 , la III 9 o la IV 9 
región del espacio, varía la posición de cada una de las trazas con 
respecto a LT, 

La figura 42 se refiere a una recta que no atraviesa la I 9 región. 
Klla es completamente invisible. Su traza horizontal (LTj, H<>) está 
rn el semipleno horizontal posterior; su traza vertical, en el semi 
planu vertical inferior. 

a) b) 



La figura 43 se refiere, en cambio, a una recta que no atraviesa 
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la II- región. Seguida desde la I* región se ve que encuentra el plano 
horizontal en H i, a una distancia HaUi del plano vertical; penetra 
luego en la IV* región, atravesando el plano vertical en V 2 , a una dis¬ 
tancia V 1 V 2 del plano horizontal. Continúa después en la III* región. 

En la figura 44 se considera una recta que no atraviesa la IIP 
región. 


a) b) 



La claridad de la figura y su analogía con los casos anteriores 
nos exime de la necesidad de mayores explicaciones. 

E 11 la figura 45 seguiremos el recorrido df j una recta : r 2 ) a 

través de las regiones que atraviesa utilizando solamente la figura 

descriptiva. 



Fig. 45 
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Siguió rulóla de derecha a izquierda se ve que la recta empieza 
en la T región, pues tiene la proyección vertical r 2 encima de LT y la 
horizontal r* debajo. Atraviesa el plano vertical en V 2 (traza verti¬ 
cal a una distancia ViV<¿ del plano horizontal); penetra en la II* re¬ 
gión (invisible), donde las dos proyecciones r x y r¡» están encima de 
LT'. volviéndose negativos los alejamientos, mientras las cotas van dis- 
minuyendo poco a poco hasta llegar a H x (traza horizontal), cuya cota 
es cero. Después de H x penetra en la 111“ región (invisible), y en¬ 
tonces son negativos tanto los alojamientos como las cotas. La IV* 
región no es atravesada. 

§15. POSICIONES PARTICULARES DE LA RECTA 

1. — Sea una recta paralela al plano horizontal, recta horizontal 
(fíg. 4(Ü). Como todos sus puntos tienen igual cota, la proyección ver¬ 
tical de la recta os paralela a L7\ I.a proyección horizontal, en cam- 




fun. forma con LT un ángulo igual al que la recta del espacio forma 
mui H plano El punto (V u V 2 ) es la traza vertical. Traza ho- 
11 mu tal no existe. 

Como caso partí - 
« lilac, si la recta há- 
IIrise situada en el 
pinna TTi, su repre¬ 
sen Imión es la dada 
• m la figura 47. 

2. - Si la recta 
«»*» paralela al plano Eig, 47 

mu l irat, recta frontal 

ihp IHl los alejamientos de todos sus puntos son iguales. Su pro 
i*<í'ón horizontal es entonces paralela a LT. 1^ vertical forma con 
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LT un ángulo igual al que forma la recta del espacio con el plano 7 ii. 
En cuanto a trazas, no hay más que la horizontal. 




Mi n 



3- — Una recta paralela a la línea de tierra es paralela a los 
dos planos de proyección; sus proyecciones (fig. 50) son ambas pa¬ 
ralelas a LT. 
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Una recta paralela a TT no tiene traza?. Díñese también que 
la-, tiene en el infinito. 

4*— Si la recta del espacio es perpendicular al plano horizontal, 
n’i ta vertical 9 la proyección horizontal (fig. M t se reduce a un punto 



ipir <'s también la traza horizontal. La proyección vertical es normal 
t \ I f\ No hay traza vertical. 

5. — Supongamos ahora una recta perpendicular al plano vertL 
.,.1 recta de punía (fig. 52). La proyección vertical es un punto que 
, . i.imbioü la traza vertical. La proyección horizontal es perpendieu- 
l n a LT, No hav traza horizontal. 



Fin :j*j 
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6.— Toda recta situada en un plano de perfil llámase recta de 
perfil (íig. 53). Sus dos proyecciones son perpendiculares a Lf. He¬ 
cho el abatimiento obtiénese una representación en la cual las dos pro¬ 
yecciones aparecen sobre la misma perpendicular a la línea de tierra. 


Í2 

B, T 


n 


A ( 

Fig. 63 

En esto caso las proyecciones horizontal y vertical no son suficientes 
para determinar la recta objetiva, pues ellas convienen a todas las 
re- tas situadas en el mismo plano de perfil. Se recmio cn.ioncc.i i- 
otros elementos: las proyecciones de dos de sus puntos, por ejemplo. 

§ 16. RECTAS QUE SE CORTAN 

1._Sean dos rectas, a y b, que se cortan en el punto M (fig- 54). 

Las proyecciones M x y tín M deben, naturalmente, encontrarse so¬ 
bre una misma per- 
pen dicu lar a 1-T 
Por otra parle, eo 
mo M es un punto 
común a las dos 
rectas, su proyec¬ 
ción M. i debe en- 
contrarse sobre a\ 
y también sobre h j: 
estará entonces en 
la intersección de 
ai y bi. Del mismo 
modo, M -2 debe en 
contrarse en la in¬ 
tersección de 02 y 
fo 2 . En conclusión: 
si dos rectas son 
concurrentes . sus 
proyecciones h o r 




Fio 54 
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zonlales se cortan , lo mismo que sus proyecciones rcriinifes. r los 
puntos de intersección están sobre una misma perpendicular a la 
línea de tierra . 

La parte a) de la figura 55 es la representación de dos rectas 
que se cortan. Las rectas c y d de la parte b) do la misma figura no 
sr cortan, pues íes punt< de .intersección de las proveí < i-unde 
igual nombre no están sobre una minina perpendicular a / 7‘. 

°) b} ' 



Fig. 55 


2.—-Dos rectas concurrentes pueden tener común una de las 
piiiyrociones. Es lo que ocurre cuando las dos rectas están situadas 
■ mi un mismo plano perpendicular a uno de los planos de proveer "'«n 
I .i ligina 5'') se .refiere a dos rectas concurrentes que tienen la mino*. 
| * n i \ * e ' ib i i hi ir i zonta 1. 



Fig. 56 
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5 17. RECTAS PARALELAS 

1. -Sean dos recias paralelas AB y CD (fig. 57). Sus proyec¬ 
ciones horizontales son obtenidas mediante los planos proyectantes 

a) b) 



ABB 1 A l y CDD] CY Estos planos t ienen AB paralela a CD por hipó 
tesis y AA 3 paralela a CC\ por ser perpendiculares a un mismo plano. 
La Geometría Elemental enseña que planos como ABB 3 Ai y CDD\Ci 
a on paralelos y que sus internet ritmes con un tercer plano (el hori¬ 
zontal) son rodas paralelas. Estas irUorsoeoones no son sino las pro¬ 
yecciones horizontales de las rectas dadas. 

Con un razonamiento completamente análogo, considerando los 
planos proyectantes A/W»A 2 y Cl)D>C 2 se demuestra que también las 
proyecciones 'verticales son paralelas entre sí. En consecuencia: la* 
proyecciones de igual nombre de dos rectas paralelas son paralelas , y, 
recíprocamente, si las proyecciones de igual nombre de dos rectas son 
paralelas , las rectas son paralelas . 

2. — Resulta en¬ 
tonces que si por un 
punto dado (Pi 5 P 2 ) 
se quiere trazar una 
paralela a la recta 
(r } , r : . 1 ( fig. 58). 

ba iará Unza/ poi¬ 
cada una de las pro¬ 
yecciones P\ y P 2 
una paralela a la 
pro vea: ton. He igual 

nombro de la recta. Fie. bS 



L 

r 




F? 
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3* -Es fácil demostrar que; si dos recios son paralelas, la razón 
que existe entre un segmento de la primera y un segmento de la 
segunda es igual a la razón que existe entre sus respectivas 
proyecciones homó¬ 


nimas. Sean AB y 
< 7) los segmentos 
umsiderados (figu¬ 
ra 59). Tomando 

CD'=AB [1] 
‘■r tiene también 
(\iy^A^B u [2] 

v como, por el teo- 
"‘ma de Thales, 

CD f _ cTD; 

CD “ cj) 1 

1 "Milla de [1] y [2] 

aTi _ AjB L 
( 7; " c^d; ’ 



Fig. 59 


ílel mismo modo se procedí' para las proyecciones verticales. 


T — Es necesario, a veces, reconocer si dos rectas de perfil AB 
' i ¡K por ejemplo, son paralelas. Sus proyecciones son, como sabe- 
M " ,,< per pendiculares a LT y, en con-ecuencia. paralelas (fig. 60). 



Si las rectas del espa¬ 
cio Sun paralelas, de¬ 
terminan un plano. 
Las rectas AB y CD , 
encontrándose en es 
te plano, deben ser 
concurrentes. Basta 
entonces verificar si 
en la figura descrip¬ 
tiva la recta IWN es 
perpendicular a LT. 

y 18, APLICACIONES 

X- — Dadas las 
proyecciones de una 
recta, determinar so¬ 
bre é.-fa: a) un punto 
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El problema se resuelve buscando el perfil de dos cualesquiera 
de sus puntos (fig. 63). El perfil de A es A ;; y el de B os # 3 . La 
recta /1 3 # 3 es el perfil de la recia AB . 



3. Hallar el perfil de una recta de perfil. Se procede como en 
e caso anterior (fig. 64). La recta A 3 B ñ es el perfil buscado y el 
segmento A S B 3 da la verdadera magnitud del segmento AB del espacio. 

4. Una recta es paralela a LT; encontrar su distancia de LT. 
Sran ^ y r* las proyecciones de la roela (fig. 65). Su perfil es el 
punto H. La distancia buscada es OR. 



Fio. 65 
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T 


Ej nutricio 0 




E J E R C I C I O S 

9. El punto A iZI: (>1 1 , /l.,) es el extre¬ 
mo do un segmento de 35 iiun de 
longitud, paralelo a los dos planos 
de proyección. Dibujar las proyec¬ 
ciones del segmenta. 


ÍO. Dar las proyecciones de dos rectas coplanares. 

11. Dar las proyecciones de dos rectas alabeadas. 

VI. Dar las proyecciones de la recta que pasando por un punto P do alejamiento 

2 y cota 5, es paralela al plano vertical y forma un. ángulo de 30° con el 

plano horizontal. 

1.3. Un segmento de recta, paralelo al plano horizontal es oblicuo con respecto 
al vertical. Dar su figura descriptiva sabiendo que dista 12 mm del plano 
horizontal, que sus extremos están a 6 mm y 20 mm respectivamente del 
plano vertical, y que su longitud es 32 mm. 

14. Determinar las trazas de las rectas a = (a^ a,¿) y 6 == ¿ 2 )* 



15. Dar la representación de una neta que tiene un punto A en el plano vertical 


a un metro del horizontal, y un punto 



Ejercicio 1G 


í7. Encontrar la intersección de la reda 
t JE (/-j, r„) COTI el phmM b.-Oitar 

ded primer diedro. 


B distante 3 metros de ambos planos. 

Estudiar a través de los distintos die- 
dros la recta a H5 a^). 



I ' T l.i'H !' 1? 





Capítulo III 

APLICACIONES A LAS PROYECCIONES I)E SUPERFICIES 

Y CUERPOS 


S Í9. SUPERFICIES 

L— Los cuerpos y .las superficies hállanse Imniudus por lineas. 
Las provece ion es de los cuerpos y de las superficies Se dnlerminan 
encontrando las proyecciones de sus diferentes líneas. 

Los conncirnirntos hasta aquí adquiridos perunten hacer una 
sene di 1 a pi unciones sencillas acerca de superficies y cuerpo-. 

2. - Supongamos mi cuadrado situado en el plano horizontal 
(fig. 66). La proyección horizontal es, en cualquiera de las dos posi- 



de recta situado sobre LJ. 

O2 



A t D< 


o) 



I t •. 67 
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3. — Si el cuadrado está en el plano vertical (l'ig. í)/ ¡, la pro¬ 
yección vertical es el mismo cuadrado; la horizontal está sobre LT. 

4. — Si el cuadrado está situado en un plano paralelo al plano 
horizontal (fig. 68), la proyección horizontal es un cuadrado igual al 
del espacio y la vertical es un segmento de recta paralelo a LT. 



5.-t Si el cuadrado hállase en un plano paralelo al vertical 
(fig, 69), la proyección vertical es un cuadrado igual al dado v la 
horizontal es un segmento de recta paralelo a LT. 


Dz 




Tu o. 69 






PROYECCIONES DE Si O >ERElCIES Y CUERPOS 


6..La figura 70 se refiere n un cuadrado situado en un } 

perpendicular al plano jtj. La proyección horizontal es un segn 



Fig. 70 


de recta inclinado, con respecto a LT, de un ángulo igual al que foro 
el piano del cuadrado con el plano Jt. 2 ; la vertical es un rectóngu' 

7„ — Si el plano del cuadrado es perpendicular al plano 
obtiene la representación indicada en la figura 71. 



Fu; 71 
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8. — El cuadrado puede estar en un plano de perfil. Entone 
sus proyecciones horizontal y vertical se reducen (figs. 72 y 73) 
dos segmentos de recta perpendiculares a LT . 





PROYECCIONES DE SCPEítEIClES Y CUEHPOS 


41 


0 2 


9. — En fin, si 
el cuadrado está en 
una posición cual¬ 
quiera, las proyec¬ 
ciones (fig. 74) son 
d os p; í r a lelogr a n ios 
que, en general, no 
nos permiten, por 
ahora, conocer las 
verda deras d i m e 11 - 
si oríes de aquél. 

10. — Conside¬ 
remos ahora un se- 
micírculo situado 
en un piano parale¬ 
lo al plano ji>> y con 
el diámetro parale¬ 
lo a LT. La proyección vertical (íig. 75 a) es un semicírculo igual al 
dado; la horizontal es un segmento de recta de longitud igual al diá¬ 
metro, paralelo a LT y distante de ésta de cuanto se separa del plano 


L 


/ 

"'o 

k_ 

c 2 

... T 

A,« 

\ 

Jp. 

\ 


\ 

Fu;. 7! \ 

i 

1 

t 


>c, 





«W--i—- i, - Ul 

A<h 2, 3, 4, 5,5, 


la) 



Fio. 76 


(jl semicírculo dado. Si dividimos la semicircunferencia en partea 
iim tales. 6 por ejemplo, (A s , /L), Oí- O), (2 J? 2o), (3j, 3^), (4j, 42), 
c 'ii, 5 2 ) y (/)i, ÍL) son las proyecciones de los puntos de división. 

En la figura 75 b se considera el semicírculo formando un án- 
- > 11 1 1 > de 45° con el plano vertical. Como oí diámetro se mn ¡aliene 
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siempre paralelo al plano horizontal, __ su proyección horizontal da 
la verdadera magnitud y forma con LT un ángulo de 45'-, su pro¬ 
yección vertical es A'^B' 2 paralela a LT. Para completar la proyec¬ 
ción vertical del semicírculo pensemos que las cotas de los puntos 
de la semicircunferencia no han variado con^respecto al caso ante¬ 
rior, Si entonces se levantan Jas normales a LT. desde 1', 2j, 3 1S 4j 
5¡, hasta encontrar las horizontales que parten de los puntos í 2 , 22 » 
3a. 42 , 52, de la figura 75 a, se obtiene una semieiipse que completa 
la proyección vertical del semicírculo. 

11._En la figura 76 a se ha considerado un exágono regular 

paralelo al plano vertical y con un lado inclinado de 20° con respecto 
al plano horizontal. 

En 76 b se ha imaginado el mismo exágono formando un án¬ 
gulo de 45° con respecto al plano vertical, manteniendo siempre un 
lado a 20° con respecto al horizontal. La construcción es análoga 



jBsr 

}A a 

¡l 2 
fí 

d 2 

c* 


T 


Ai 

■Ci 

: Di 

•Di 

C, 

(d) 
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a la indicada para el semicírculo. Se traza ante todo el segmentu 
p'lC\ formando un ángulo de 4o ° con respecto a la línea de tierra 
Se macean los puntos' A, , Ei. B u Lh y so licuó así, en F,. A u /•-. 

Du C u la proyección horizontal del exágono. 

En la parte 76 c se ha hecho la representación del exágono « 
60° con respecto al plano x*¿. 

En ia parte 76 d se tiene, en cambio, el exágono en un pía ir' 
perpendicular a la línea de lien'! 
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(LiO. CUERPOS OEOMKTRÍCOS. 


CASOS MAS SENCILLOS 


1 . Supongamos ahora un prisma vedo cuadrangular perpen- 
«! i < :ul a r al } >1 a no h or i zonta). (fig. 77). I ,a s b a s es son pa ralelas al plano 
horizontal y se proyectan sobre 


rsle plano en verdadera mag¬ 
nitud; las proyecciones verilea 
l'*s son paralelas a LT, Las 
> iris tas laterales del prisma son 
perpendiculares al plano liori- 
«in tal y sus proyecciones so- 
l»u' este plano quedan .reducí¬ 
ais a puntos; las proyecciones 
‘■■■laicales son segmentos de 
«•'las perpendiculares a LT y 
d tu la verdadera magnitud de 
l a risías del espacio. La pro 
n*ir.¡ón ha sido trazada 

puntos porque la correspon¬ 
diente arista HD del espacio es 
nocible para el observador 
La figura 77 permite eo- 

.i* lodos los elementos del 

i"' ina; puede hacerse enlon- 
<d desarrollo de su super- 
E'ir. Sobre una horizontal se 



Fig. 77 


II. I. 
= !, , 
t Un 


dr 


d'íf 


1 . 



«n los segmentos AB, BC y CD y DA iguales al lado de la base. Des 
mI.i uno de los puntos obtenidos se levantan perpendiculares de Ion- 
I h igual a la longitud de la proyección vertical de una de las aiis- 
i (rí ales del prisma. Se obtiene así el rectángulo ABCDAEHGFE, 
mperficie lateral del prisma dado. Agre 
gando las bases se 
tiene el desarrollo 
total del mismo. 

Si se gira d 
prisma anterior 
hasta que dos de sus 
caras sean parale)«a; 
al plano jt* (figu¬ 
ra 79), las proyer 
dones verticales d* 
aristas, como AE y 
BF , se confunden, y 
entonces la proyec¬ 
ción vertical del 
prisma es un rec¬ 
tángulo. 
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La figura 80 da las proyecciones horizontal, vertical y de perfil 
de un prisma recto de base rectangular (por ejemplo, una pieza de ma 
dera de escuadría rectangular), con dos caras paralelas al plano jt 2 . 



Ki ■ 80 



pnovEcctONKs ni: supereicies > cuerpos 


4; 


I .a fiü'uni 81 considera, en cambín, mía i ■ ;i m[> iiictt'ióti ¿r prrsum 
rudos (banco do piedra). 



^ i 

lO t—— 


Fio. 81 

2. — Supongamos aho- 
mi un prisma recto de base 
mi lo gomal irregular (por 

■ • limpio, una pieza de ma- 

■ a . -í Modri i cuadrada, 

n < !:•; : p. f-Mit ja base 

m) ni * el i'H-uiO liur■r/.ouUd 
i hg. 82), Como el prisma 
veri»cal. ”m proyección 
Imri/.mj i al d-í i¡: verdadera 
magnitud de las bases (se 
Iim* también de su sección 
i.. i,i Su provoí ción ver 
u* ul está formada por las 
I<iuyi'< t iones de las bases, 
pmalelas a TÍT, y por las 
pnivri < iones de las arU- 
i‘i« ( Inicíale: peí -pendí cula - 

.... M n\ 

•). I .a figura 83 da la representación, en dos posiciones, de un 
.(i n i,i reí !n triangular situado perpendicularniente al plano nv 



Fig. 82 





4. — Trátese ahora de un prisma recto rectangular indinado con 
respecto al plano tíi y paralelo al plano (fig. 84). Las caras para¬ 
lelas al plano vertical se proyectan sobre éste en tamaño real. Las 
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otras coras, perpendiculares a las primeras, son oblicua^ con rospecio 
al plano jti, pero dan aquí su ancho verdadero. 

5. — La representación de un cilindro recto perpendicular al 
plano jti es análoga a la del prisma. Si suponemos (fig. 85) que el 
cilindro descansa sobre el plano horizontal, las bases so proyectan 
.horizontalmente en un círculo que da su \ >'idadora inavnitnd: ver 
ticaliricnte se provecían según dos segmentos de rectas iguales al 
diámetro, estando sobre LT la correspondiente a la base inferior y 
paralelamente a l'i\ a una distancia igual a la altura leí cilindro, 
¡a correspondiente a la base superior. 



De las generatrices, perpendiculares todas ellas al plano :r,. so 
proyectan únicamente las dos que corresponden al diámetro AB para 
Ui a LT. La proyección vertical del cilindro queda, pues, redu< ida 
n un rectángulo. 

Conocidas las proyecciones es fácil dibujar el desarrollo de 1.a 
superficie del cilindro. La superficie lateral da un rectángulo de base 
'i ti igual a la longitud de la circunferencia de la base del cilindro y 
dr altura h igual a la altura del mismo. Para el desarrollo tofal se 
agregan las bases. 

6.— Sea una pirámide recta con la base en el plano horizontal. 
Imaginemos que la base sea un exágono regular. Como la base está en 
* I plano horizontal, ella misma es su proyección horizontal (fig. 86). 
Lir. nrrilas laterales son segmentos que unen la cúspide de la pirámide 
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con cada uno de los vértices de la base. La proyección V 1 ¿le la cús¬ 
pide estará en el centro del exágono; la vertical V<¿ estará a una dis¬ 
tancia h de la linea de tierra, igual a la altura de la pirámide. Uniendo 
entonces Vi con A u B 1? C u . . se tienen las proyecciones horizontales 




de las aristas laterales; las proyecciones verticales so obtendrán unien¬ 
do V 2 con A 2 , /L, . . . Una cara de la pirámide, la AVB del 

espacio, por ejemplo, tendrá como proyecciones /U'iBi (horizontal j 
y A 2 VoB 2 (vertical). 

El desarrollo se obtiene fácilmente notando que la superficie late- 
ral está formada por tantos triángulos isósceles corno lados tiene la 
base. Cada uno de estos triángulos tiene como ba-r un Indo de la 
base de la pirámide, como lados dos aristas laterales. De estas aris¬ 
tas hay dos, /IV y DV del espacio, que son paralelas al pimío vertical; 
se proyectan, pues, veri ¿culmen te en su verdadera magnitud L Es 
posible entonces construir el desarrollo de la superficie lateral de la 
pirámide. Agregando la base se tiene el desarrollo total. 

7, — La figura 87 se refiere a una pirámide recta cuadran guiar 
cuji la base en el plan o a;.. La re- presen ¡ación 87 a, en la que se ha 
supuesto un lado de ia base paralelo a LT , no oí rece ninguna difi 
cuitad después de lo establecido en el número anterior. 

En la parte 87 b el lado DA de la base forma un ángulo de 65° 
con Ll\ Notemos que ni en 87 a ni en 87 b se tiene el tamaño real 
de ninguna arista. 



Fig 8/ 


En la parte 87 c, en cambio, las aristas AV y CV del espacio 
recen en A»V» y C«V 2 según su verdadera magnitud i 

S. — Con s idcrem os ah ora u 11 a p irá ni i de 
nía con la base en el plano horizo 

l a b:V'r de la pirámwl.. es t ui- 
i mi propia proyección lion 
laL (fig, 88). 
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Verticalmente se proyecta sobre LT. Establecida la cúspide 
( V 1} V ‘¿) de acuerdo con los datos suministrados, úñense ambos puntos 
con las correspondientes proyecciones de los vértices de la base y se 
tiene la representación de la pirámide. Como las aristas laterales no 
aparecen en verdadera magnitud, no podemos, por ahora, efectuar el 
desarrollo de la pirámide. 

9. — Sea un 
tronco, a bases pa¬ 
ralelas, de una pirá¬ 
mide recta cuadran - 
gular, descansando 
sobre el plano hori- 
zontal (fig. 89). 

Para dar su repre¬ 
sentación dibuja¬ 
mos primero las 
proyecciones de la 
pirámide entera (fi¬ 
gura 90). La base 
superior se proyecta 
verticalmente según 
un segmento de rec¬ 
ia, F 2 G 2 > pa¬ 

ralelo a LT y a 
una distancia de 
ésta igual a la altu¬ 
ra del tronco. Resultan así limitadas las proyecciones verticales de las 
aristas laterales del tronco. Para limitar las proyecciones horizontales 
basta bajar desde E 2 H> y F 2 G 2 perpendiculares a LT hasta encon 
trar las correspondientes aristas en Ei, F u G^ y II ¡. El cuadrado 
Eih\GJIi es la proyección horizontal, en verdadera magnitud, de la 
base superior. El desarrollo del tronco es posible no obstante no a pa 
recer ninguna arista lateral en tamaño real. En efecto, la altura VS 
del triángulo isósceles BVC (fig. 90) es paralela ni plano n 2 : aparece 
pues, en V 2 S 2 (que coincide con V 2 C 2 y V 2 ¿? 2 ) en verdadera mag 
nitnd. El conocimiento de la base V de la altura permite construir 
un triángulo isósceles; es posible entonces dibujar el desarrollo de U 
pirámide entera y del tronco considerado. 

10. — La representación de un cono recto es análoga a la de 1<> 
pirámide. La figura 91 se refiere a un cono circular con la has* 1 
sobre el plano horizontal. La proyección horizontal de la base es en 
tonces ella misma, la proyección vertical es el segmento de rccU 
A 2 B 2 sobre LT; A 2 B 2 es también la proyección vertical del diámetro 
AB de la base, paralelo a LT . La cúspide se proyecta en Ei y E 
Uniendo V 2 con A 2 y B 2 se tienen las proyecciones verticales de las 
generatrices paralelas al plano F1 triángulo isósceles A ? V 2 B 2 es 1 ü 
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El desarrollo del cono no ofrece dificultad, lomado iin punto V 
como centro se traza con radio l un arco de circunferencia. Si sobre 

este arco se torna una longitud AA r -- tícI, el sector circular A\ A sera 
el desarrollo de la superficie lateral del cono. Agregando la base se 
tiene el desarrollo total. 

11. — Ke cor dando lo establecido para la pirámide oblicua no es 
dificil comprender la representación de un cono oblicuo (fig- 92), En 
proyección horizontal las generatrices extremas son las tangentes 
V x Ci y ViPi a la base. En proyección vertical las generatrices 


V? 



Fig. 92 


extremas son TA/U y V 2 B¿. correspondientes a los puntos A v B de] 
diámetro paralelo a Ll\ Por ahora no estamos en condiciones de 
hacer el desarrollo del cono considerado. 

12, _De un tronco de cono recto, a bases paralelas, descansando 

sobre el plano horizontal, es fácil dar la representación, así cuino d 
desarrollo de la superficie (fig. 93). 

13. — Dando término a esta representación de superficies y cuer 
pos n o S referiremos a la esfera. Sus proyecciones son siempre circuío< 
de diámetro igual al de* la esfera (fig. 94). Si se corta la eslora me 
di a rite un plano hori/^nlai. -e >bliene un círculo llamado paralelo 
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Fio. 93 

Ei paralelo más grande es el ecuador. Sus proyecc 
/úntales son círculos concéntricos. 
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§ 21. APLICACIONES 

1. — Representación de 
ima escuadra sencilla (figu¬ 
ra 95). 


Fig. 95 

2 . — Representación de una ensambladura a espiga. 




/ í /: oj 7 /:(. 7 oa /:¿ /;/•: srrj.i-mcif.s > u-i.nvos 
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EJERCICIOS 

1H Dibujar la represen la- ion de un pentágono regular paralelo al plan 

tit ¿il, con un lado de la base a 15 fl con respecto al plano horizontal. Consile ar 
ol mismo pentágono a 30* con respecto al plano vertical. 

M Dibujar la reprcscntai-ión de im cubo descansando sobre el plano tt 1 y cm; -Lí 
fI í*■ :n;í caras laterales hacinado un ángulo de 45° con r especio al plano íl, 
D.j : tarden >) pi-hl cH - ub 

?0. Dar la representación de un prisma recto de bases cuadradas paralelas ol 
plano K.i: la posterior a una distancia d 15 mm de Jt 2 . Una de las caras 
latorale. debe formar un ángulo a — GO* con K 1 . Dar también su perfil. 

'! Dar la npresentación do un tronco de pirámide regular cuyas bases pan 
c u;te! radas de 60 rnm y 35 mm, respectivamente, y cuya altura mido ■! .’! r r • 
l'ii. tionco 'lesoansíe sobre el plano x x con dos lados de la base paralelos a f.T. 

,m Sacando los datos del natural, dibujar las proyecciones horizontal, vertical 
y de perfil (acotadas) de un hierro ángulo. 

" l Jdern de un fwripás de espesor. 

[ Idem de un embudo. •, 

Idem de un gramil de carpintero. 

’JU Id» ot de una llave inglesa. 

V/. Idem de una brida. 
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§22. REPRESENTACION DEL PLANO. 
PLANO 


RECTA Y PUNTO DE UN 


1. — Se sabe que un plano 

A, 


c 

< 

L ' 

2 

1 

i 

E 

!>2 

T 




i 

i 

> 

í 


Fig. 98 

. 



A, 


Otros planos son 
representados me¬ 
diante las rectas con¬ 
currentes («i, a 2 ), 
( b u b 2 ) (fig. 99), o 
mediante las rectas 
paralelas (a 1? a 2 ), 
(¿ 1 , c 2 (fig. 100), o 
mediante la recta 
(a u «2) Y el punto 

(A u A*) (fig. 101). 

2* — Represen¬ 
tado el plano median¬ 
te cualquiera de los 
procedimientos indi¬ 
cados, resulta necesa- 


queda determinado por tres puntos no 
colineales, o por dos 
rectas concurrentes, 
o por dos rectas para¬ 
lelas, o por una recta 
y un punto exterior 
a ella. La represen¬ 
tación de un plano 
se compondrá, enton¬ 
ces, de la represen¬ 
tación de los elemen 
tos elegidos para de 
terminarlo. Así, por 
ejemplo, (Ai, A 2 ), 
(Bu fl 2 ), (C u C 2 ) 
(fig. 98), constituyen 
in representación del 
plano quo pasa por 
los puntos A , B, C 
del espacio. 




a 2 J 


L 




T 


CU _. 
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río, a menudo, hacer 
la representación de 
una recta de ese pla¬ 
no. En la figura 102 
•,t< consideró el pla¬ 
no de í erm i n o do por 
i;i rectas (r/ 1; f/ 2 ). 
i /q, b 2 ), Queremos 
lijar una recta arbi- 
haria r del plano. 

I racemos arbitraria¬ 
mente la proyección 
t y de r. Ella encuen¬ 
tra y ¿i en los 
punios P i y Qi, res¬ 
pe 1 c i i v amen te. Pa ra 
que las rectas a y r 
wiin coplanares es 
necesario (capít. II, 

( l tl>) que los puntos 
di' intersección de 

sus proyecciones ho¬ 
mónimas estén sobre 
la misma perpendi¬ 
cular a la linea de 
tierra. La proyección 
7 ' 2 de r pasará enton¬ 
ces por P 2 * Análoga¬ 
mente, para que las 
rectas b y r sean co¬ 
planares la proyec¬ 
ción ro debe pasar por 
Q*>, punto en que la 
linea de referencia 
! rafcsádl ^ por Q Á os i 
cu entra Í^r-Como la 
recta r debe* $or co- 
{dañar con a y b, es 
] A forzoso entonces que 

^ su proyección vertí- 

Fig. 101 cal r 2 pase por P 2 

y Q^ 

— En la figura 103 el plano considerado es dado por tres de sus 
pimíos A. C, Unidos, resultaron tres rectas del plano. Se desea una 
in la del plano paralela a BC. Determinado entonces un punto cual¬ 
quiera (P ly P 2 ) de A x Ci se trazan por P x la paralela r t a la recta 
\ por /t> la paralela r 2 a B*C«. La recta r “ : r } , r L n es la recia pedida 





Fíg. 100 
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§ 23. RECTAS NOTARLES DEL PLANO 

1*- • Las recias del piano paralelas a uno de lo> planos do proyec¬ 
ción son llamadas rectas notables del plano. 

En particular, 
las que son paralelas 
al plano horizontal 
son las horizontales 
del plano, y las que 
son paralelas al ver¬ 
tical son las frontales 
del plano . 

2. — Lct figura 
104 da la representa¬ 
ción de varias horn 
z o n t ales del \> 1 a i i o 
de termina d o por los 
pimíos A, B, C. Las 
proyecciones vertica¬ 
les (cap. IL § 15) son 
paralelas a LT. Las 
horizontal es resalí an 
trazando Imcas de 
referencia por punios tóa - como l\í <> y /V¡¡ uniendo drspuos las 
i onesporidie.nl.es pn>\ ei riei;* s h»a'i/.ontólos /w¿ y /v J( 

1 .as pro vece i once, 
í, •. ‘Y i / o niales de las 
rectas horizontales de 
un plano son parale 
j;r». por ser interse c 
( iones con el plano 
n’i, de planos proyec¬ 
ta ni es paralelo*. 

T 3.—La figura 
ÍO\ en camino, da 
la rej)resentóción de 
una serie de frontales 
del mismo plano ante 
r'u a\ Las p.n j \ cc< 'nnc 1 
Ii. n"i v on lalr- u ep II 
§ 15) son paralelas ¡i 
LT; las verticales, pa 
raídas entre su son, en 
general oblicuas con 
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fi 24. RECTA DE MA¬ 
XIMA PENDIENTE 
HE UN PLANO 

1* — Sea AB una 
recta inclinada con 
respecto al plano ho¬ 
rizontal (fig. 10(5) y 
ríen AC su proyección 
■.obre este plano. Des¬ 
do un punto cual¬ 
quiera, B. por ejem¬ 
plo, de AB S bajemos 
la perpendicular a la 
proyección AC y cs- 
< i íbamos la razón 


./. d ¡2 





Fig. 104 


« nlro el segmento CB 
<« m|¡i de i punto B con 
ie ,|iímío al ¡dono rr) 




y el segmento AC 
(distancia horizontal 
entre los puntos /I 

y *). 

Esta razón, que, 
por conocida propia 
dad de los triángulos 
semejantes, no varía 
T al variar sobre la reo- 
—b ta AB la posición del 
punto recibe el 
nombre de ¡tendiente 


% . CU 

Ex O* 


Fig. too 


!■ la trota AB con 
> * p*‘< lo al plano hó- 
.tul y se escribe 


/> 
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ñO 


En Trigonome 
Iría esta razón reci¬ 
be el nombre de tan¬ 
gente del ángulo a. 

2. — Considere¬ 
mos ahora un plano u 
oblicuo con respecto 
al plano zi (fig. 107). 
Imaginemos una es- 
ferita metálica en un 
punto cualquiera, P. 
por ejemplo, de a. 
Bajo la acción de la 
gravedad la esferita 
descenderá hasta lle¬ 
gar al plano n y, por 
más que se repita la experiencia, el camino seguido es siempre el 
mismo. Este camino, la recta PM de la figura, es el que más se acerca 
a la vertical PP\. Recibe el nombre de recta de máxima pendiente del 
plano a, y ella es, en efecto, la que forma un ángulo más pequeño 
con la vertical y, en consecuencia, un ángulo más grande con el plano 
horizontal. 

La recta de máxima pendiente constituye otra recta notable del 
plano. 



L 




La Geometría 
Kiemental enseíui 
que la recta de máxi¬ 
ma pendiente de un 
plano es perpendicu 
lar a la intersección 
ai del plano dado y 
del plano horizontal 
y Enseña, además, que 
— la proyección P\M 
de la recta de máxi 
rna pendiente es tam¬ 
bién perpendicular a 
la intersección ai de 
los planos a y 

Resulta entonces 
que la recta de má 
xima pendiente PM 
es perpendicular a to¬ 
da horizontal del pla¬ 
no a y que la proyec¬ 
ción horizontal PjM 
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de PM es perpend i miar o la proyección horizontal tf 3 , por ejemplo, 
de una horizonlai arbitraria a de a . 

3. — Dado el plano determinado por las rectas AJI, #C (fig. 108) r 
os fácil hallar las proyecciones de ti na de sus rectas do máxima pem¬ 
il ¡ente. La (pie pasa por />, [)or ejemplo. 

Se traza una horizontal cualquiera (¿4/8, A ■/.'•_>) del plano. La 
perpendicular B\D X a la roela /ljCi es la proyección horizontal de la 
recta do máxima pendiente. Mediante líneas de referencia se deter¬ 
mina entonces la proyección vertical BJ)>. 

ti 25. PUNTO DE UN PLANO 

1. — Para que un punto pertenezca a un plano basta que perte¬ 
nezca a una recta del 
plano. Sea K u entori¬ 
les, la proyección ho 
j i zonta i de un punto 
del plano {AiBiC u 
(fig. 109). 

Si DE es una recta 
del plano que contie¬ 
ne el punto IC 9 pue 
de trazarse por Ki la 
I«inyección DJí x de 
l*i recta. 

Su proyección * 
wMíical será ZXÍ:V ~r 
1 tazada por K.\ la 
perpendicular a LT 
■»’ ubi ¡tme sobre /L/y. 

I » nlra proyección K> 

■'* 1 l'unto. Fig. 109 

2*— En la íigu- 
♦ i I 10 se ha determi- 
«e*ilu un punto / 1/2 
d« I plano formado 

..los rectas para - 

l‘-lr, (A X B^ AA) y 
M 1 D\ % C<JJi>). La construcción es análoga a la del número anterior. 

•i ’u TltAZAS DE UN PLANO 

L — Muy a menudo suele representarse el plano recurriendo a 
d « ( i teclas especiales del mismo. Veamos cuáles son estas rectas. Su- 
p«*u|P(Hiins que el plano n (fig. 111) sea algo tangible, una hoja de 
r ipi l por ejemplo. Acercándolo hasta encontrar simultáneamente, o 
.di".pues de otro, los planos de proyección., éstos serán intersecados 
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por la hoja de papel. 
Las dos interseccio¬ 
nes ai y üc se llaman 
trazas del plano a 
En particular, ai es 
la traza horizontal y 
a 2 es la traza vertical , 
El plano a no podr.í 
ya cortar en ninguna 
otra forma los pla¬ 
nos de proyección; 
queda, en con se cu en 
cía, perfectamente 
determinado si se co 
uncen sus trazas u¡ y 
(¡u. Es por esto qui¬ 
en su representación 
se puede hacer figu¬ 
rar solamente esos 
dalos y se dice, en¬ 
tonces, plano («i, re) 
para nombrar el pía 
no <i del espacio. 

Se ve que la re 


presentación del plano mediante sus trazas no es sino un caso particnlni 


de la representación del plano mediante dos de su- rectas concurrentes. 


figura espacial 


representación 
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r ; r¡. POSICIONES PARTICULARES 1)E UN PLANO DADO POR SUS 
TRAZAS 

h -Los planos, como las rectas, pueden ocupar infinitas posi 
■ ii'iM'R con respecto a los planos de proyección y su posición se deduce 
l-i' límenlo de las posiciones de las trazas con respecto a la línea de 

t no i a 


figura espacial representación 



Sea un plano perpendículo* al plano horizontal (fig. 112) 

I a t raza vertical ce- es perpendicular a L7\ En efecto, Jto y a son 

.luí', perpendiculares a rrj. l a intersección cío de los dos primeros será 

- un>ii( es perpendicu- 


I o ai |)lano jz l y 
i'imliii'M a toda recta 
■I"'-, como LT, pasa 
i'i mi pie en el pía- 
>"♦ La otra traza ai 

. .a con LT un án- 

ruln 0 igual al que 
t'Miu con jt 2 el pla- 
• i" dado a. 

<L - Es fácil 
■ un i prender que toda 
hfMiui situada en un 
Iiln mi» n perpendícu¬ 
lo al plano horizon- 
nd l ioiio su proyec¬ 
ción horizontal sobre 
l»i ti «za horizontal 
di 'I | dono dado a (fi¬ 
rma III). 



Fig. 113 
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4. - Imaginemos un plano porpendu uJar oí plano vertical (f.'i 
gura i 14). Con un razonamiento análogo al del mañero 2 puede 
demostrarse que lodo plano perpendicular al plano ver ti cal tiene la 
traza horizontal perpendicular a LT\ In traza ver Lira) forma con ///' 
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un ángulo igual al 
que forma el plano 
dado con el plana 
horizontal. 

Los planos per 
pendicularcs al pla¬ 
no vertical suelen 
llamarse planos de 
canto . Toda figura 
situada en un plano 
perpendicular al pla¬ 
no vertical tiene su 
proyección vertical 
sobre la traza verti¬ 
cal del plano (figu 
ra 115). 

5. — La figura 
116 se refiere a mi 
plano de perfil. Las 
dos trazas son per 
pendicularcs a TT. 


ü. - Si el plano dado a es paralelo al plano horizontal' (fig. 117), 
la traza vertical es paralela a L'J (intersecciones de dos pianos para¬ 
lelos con un tercero). 

No existo traza horizontal (a di; t -.neta finita). 

Toda figura itn;da en un plano he-ri/ent r! se proyecta horizon 
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7. ~ Un plano 
fiara} el o al plano ver¬ 
tical tiene, en cam¬ 
bio, la traza horizon¬ 
tal p a r a l e 1 a a LT . 
No tiene traza verti¬ 
cal (a distancia fini¬ 
ta) (fig. 119;. 

Toda figura si¬ 
tuada en un plano 
paralelo al plano ver¬ 
tical se proyecta ver- 
l i cálmenle en verda¬ 
dera ni i i g i) i t u d. La 
I >royccción h o r i z on- 
tal esta sobre la traza 
horizontal del plano 
(fifí. 120). 



Fig. 118 





i descriptiva 
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§ 28. RECTAS CONTENIDAS EN UN PLANO DADO POR SUS TRAZAS 


1*-—Si en un plano arbitrario cx^ (ui, a*) (fig. 123) dibujamos 
una recta r : cualquiera sea la posición de ésta sus trazas se encuentran 
siempre sobre las trazas correspondientes del plano. 

En efecto, cada traza de la recta pertenece al mismo tiempo al 
plano a y a uno de los planos de pro ye( í/vn: debe encontrarse entonces 
en la intersección de ambos, que. romo sabemos no es sino una de 
las trazas del plano a. , 



?F2 

a?a< 





2,-.-Es bit-i I. alma. resolver el problema siguienle: (’nii'.i i(t.s fas 
hazas utu «V: :■ de un plano (fig. 124;, y una de las provea m-u*-. /). 
por ejemplo, de una recta del plano, encontrar la otra proyección /¡¿. 

Sabemos ya que la traza vertical de la recta es un punto de la 
traza vertical del plano. Si, entonces, prolongamos n hasta y desde 
íkjuí elevarnos una perpendicular a LT , se obtiene # 2 , proyección ver 
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y tical de la traza ver- 

ai,/"' tical de la recta bus- 

cada. La traza hori- 
zontal debe éneon- 
trarse sobre a i. Sus 
/ >J^2 proyecciones serán 

¡ T entonces A i y A ?- 

\=— -1 XZ_L Uniendo A 2 con B z 

X B,\ se obtiene la proyec- 

N. ^ ción vertical de la 

v recta. 

\ \n 3. — -Es fácil 

'v \ también resolver 

\ este otro problema: 

^ \ \ \ Hacer pasar un plano 

por una recta dada. 

Se sabe que por 
una recta puede pa 
Fig. 124 ^ t X sar un número infi¬ 

nito de planos. Para 

dar uno cualquiera de éstos recordemos que, según 1 de este pará¬ 
grafo, si un plano contiene una recia, sus trazas pasan por las trazas 
de la recta. Entonces, si unimos un punto cualquiera, O, de LT 
tfig. 125), con las trazas de la recta, se obtienen las trazas del 
plano buscado. 


Fio. 124 


4.—-Entre los infinitos planos que pasan pui una recta dada 
conviene elegir, a menudo, el que la proyecta horizontal o vertical 

mente (1 de § 13). 


El plano proyectan¬ 
te horizontalmeute es 
un plano normal al 
plano horizontal; su 
traza horizontal coin¬ 
cide (3 de §27) con 
la proyección hori¬ 
zontal de la recta; su 
traza vertical es per¬ 
pendicular a LT (fi- 
:gura 126 a). 

En forma análo¬ 
ga se ha obtenido en 
figura 126 b el pla¬ 
no que pasando por 
la recta dada la pro 
yecta sobre el plano 
vertical. 
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§ 29. RECTAS NOTABLES DE UN ULANO DADO l’OR SUS TRAZAS 


1. Saltemos ya que Uáma 
de esto plano paralela al plano 
(fig. 127). 


|ot 2 



sí» hotiz.itniiii ■'/«' un plano luda recta 
horizontal; la recta /*, por ejemplo 





Fia 126 


vSiemlu paralela ai plano horizontal tendrá la provea un al 

/■., parale-la a LT. l as horizontales de un plano son todas par,i.: a- 
nili’fj ci y paralelas, en consecuencia, a la traza horizontal (r < piaría 
I ,a proyección horizontal 7\ será entonces paralela a a x . 

La traza vertí»-al do la recta (r u n¿) es el punto A~ (A ¡. A A 



2. Sabemos también que se llama frontal d*e un plano toda 
i (• 1 * 1,1 (i r ésto pandóla al plano vertical; la recta r y por ejemplo (fi 
p >i ira 128 ). 

Sif iiíln / paralela al plano vertical sn proyección r y es pamle- 

i.i .i /:/’ 
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Las frontales de un plano son paralelas entre sí y paralelas, por 
lo tanto, a la traza vertical del mismo plano. La proyección es 
entonces paralela a la traza a 2 . 

3. — La otra recta notable de un plano es su recta de máxima 
pendiente . 

Hemos visto ya (2, §24) que la proyección horizontal de una 
recta de máxima pendiente es perpendicular a la proyección horizon¬ 
tal de cualquier horizontal del plano al cual per leñen*. Será, en con 
secuencia, perpendicular a la traza horizontal del plano (fig. 129 a). 

Si, entonces, son conocidas las trazas (a J? u-) de un plano, es 
fácil hallar las proyecciones de una de sus rectas de máxima pendiente. 

a) b) 



Fig. 129 
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Se liaza la proyección horizontal p¡ perpendicular a <<, (lig. 129 h). 
Luego, como se hizo en 2, §28, so determina la oirá proyección p¿. 

Redprocamente, conocidas las proyecciones (p u p 2 ) de una recta 
de máxima pendiente es fácil hallar las trazas del plano correspon¬ 
diente. En electo, la perpendicular a por M, da la traza a t del 
plano. Para obtener a 2 basta unir O con Aá (3 de §28). 

Este ejercicio hace ver que un plano queda per ledamente deii- 
nido sí se conoce su recta de máximo pendí en le. 

§ 30. APLICACIONES 

1. — Conocidas las proyecciones (ati, a 2 ), (b¡, b¿) de dos rectas 
paralelas de un plano y la proyección horizontal A } BA\D t de una 
figura del plano (fig. 130), encontrar la otra proyección AJl/AD 2 . 



Las proyecciones horizontales de los puntos en que las rectas a y 
l> cortan la figura ABCD son M u A'¡, P u Qj. Mediante líneas de refe- 
14*11 na determinemos M», N 2 , Q-i- Unidos con Qe y N? con 
leñemos las proyecciones verticales de las rectas que contienen (as 
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lados AD y BC de la figura ABCD. Lineas de referencia por A ]: fí 1 
C 1 y Di permiten determinar la proyección A 2 B 2 C 2 D 2 buscada. 

2* — Verificar si la figura determinada por los puntos 
A= (A l9 A 2 ), B= (B 1? fl 2 ), C = (C 1? C 2 ), *>“ (D u D¿) es plana. 
¿Y la figura que resulta uniendo entre sí l° s puntos medi os de los 

segmentos AB, BC, 
CD y DA es plana? 
> Veamos la prb 

5 mera parte. 

Los puntos A, 
B y C determinan un 
[) 0 plano, el del triángu¬ 
lo ABC . Averigüe¬ 
mos si D pertenece a 
ese plano. Un punto 
pertenece a un plano 
cuando pertenece a 
una recta del plano. 
Unamos los puntos 
Bi y D x (fig. 131). 
Su recta corta en Pi 
la proyección h o r i - 
zontal A 1 C 1 del la¬ 
do AC del triángulo 
ABC. Determinada 
la proyección verti¬ 
cal P 2 del punto P, 
la recta BP es (BiPj, 
B 2 P'±) pertenece al 
plano ABC porque 
pasa por dos de sus 
puntos. Se constata 
Fig. 131 entonces que D = 

= (Di, D 2 ) no es un 

punto del plano ABC , porque su proyección vertical no pertenece a 
la proyección B 2 P¿ de la recta BP. La figura ABCD no es, pues, 
plana. Lo sería, en cambio, si D 2 ocupase I a posición ZU. 

Veamos la segunda parte (fig. 132), _ ___ 

Sean M„ TV, P, Q los pimtos medios de los bulos AB, BC. CD . 
DA de la figura_dada. El segmento MN que une los puntos medios de 
los lados ÁB y BC del triángulo ABC , es paralelo al tercer lado AC. por 
un conocido teorema de Geometría Elemental. Del mismo modo, el 
segmento PQ es paralelo al lado AC del triángulo CDA. Luego, 
MN || QP . Sus proyecciones homónimas serán también paralelas. 

En forma análoga se demuestra, considerando los triángulos BCD 
y DAB, que NP || MQ , siendo entonces también paralelas sus proyee: 
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ciones homónimas. 

Las rectas que contie¬ 
nen ios segmentos pa¬ 
ralelos liíN y QP de¬ 
terminan un plano y 
a él pertenecen tanto 
la recta MQ como la 
NP 9 pues la primera 
pasa por los puntos 
(M u NU) y (Q u Q 2 ) 
del plano y la segun¬ 
da por (N u AL) y L 
{Pu P 2 ), que son 
también puntos del 
plano. 

I n figura MNPQ 
es, pues, plana y, con 
más precisión, es un 
para leí ogramo por sei 
paralelos sus lados 
opuestos. 


C. 

Fio. 132 



\ T, 

X 

X 


tfiG. 133 
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3._En un plano dado por sus trazos (ai, <*>) (hg 133) trazar 

una horizontal distante d del plano horizontal. 

Todos los puntos de una horizontal tienen igual^ cota, d en este 
caso, y esta cota es igual a la distancia de la proyección vertical de la 
recta a la línea de tierra. Basta entonces dibujar a una distancia d 

la paralela a LT; 



determinar las pro¬ 
yecciones J\ y T 2 de 
la única traza de la 
recta y conducir lue¬ 
go desde Ti la para¬ 
lela ai a la traza cm 

La horizontal 
buscada es (a ly a 2 )- 

4. — Conocidas 
las trazas (oti, 02 ) de 
un plano y una de 
las proyecciones, A x , 
por ejemplo, de un 
punto de ese plano, 
encontrar la otra 


^ proyección del punto 

(fig. 134). 

Por Ai trazarnos una recta cualquiera, r 1: a la que considera 
remos como proyección horizontal de una recta que, perteneciendo 
al plano, pasa por el punto. 

Empleando el procedimiento indicado en 2, § 28, se encuentra la 
otra proyección r 2 . La proyección vertical del punto queda deter 
minada entonces me¬ 
diante una línea de \ q 

referencia por Ai. \ 


En vez de tata 
recta cualquiera pue¬ 
de utilizarse, y así se 
hace casi siempre, 
una horizontal o una 
frontal del plano (fi¬ 
gura 135). 

5. — Conocida 
una de las proyeccio¬ 
nes, la vertical, por 
ejemplo, de una figu¬ 
ra situada en un pla¬ 
no dado por sus dos 


\ 



O { Fie., i Y 
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trazas, encontrar la otra proyección rio la figura. Son A la 

proyección vertical de la figura y (u 1: u-) el plano (fig. 136). So trata 
de repetir aquí, para cada vértice de la figura, el problema anterior. 
Kesulta así, sin dificultad, la proyección horizontal 



6. Determinar las trazas del plano determinado por dos roche- 
<'cni curren tes. 

Ocia f raza del plano contiene, evidentemente, las trazas de igual 
nombre de Jas dos rectas. Si entonces (a l9 a») y b 2 ) son las 
p inyección es de las rectas dadas (fig. 137), para encontrar las trazos 
del plano determinado basta encontrar las trazas de las dos rectas y 
unir luego los horizontales y las verticales entre sí. 

Corno o rificación debe tenerse en cuenta que las trazas m \ <i 2 
itbloniiías de ben resultar paralelas a LT o cortar esta recta en un 
mismo punió. 

7. - Encontrar las trazas del plano que pasa por dos rectas 
paralelas. 
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Puede trazaese también, si so quiero. por mío de ]us puntos la 
paralela n la recta determinada por los otros do::. 

10. — Hallar las trazas del plano que pasa por dos ret ías para¬ 
lelas a LT (fig. 141). 

Sean ( a h a-¿) y (¿j, h : ) las reinas, El plano determinado j>or 
ellas es paralelo a L1. Se Ira/.a ho¿¡ rocío (d u (!•*) que corte a las 
dadas y se determinan sus trazas ¡A ly A : >) y /> 2 ), Esta recta 

auxiliar (d x , d> ) pertenece al plano que [rasa por {a ÍM a.o y (h u b 2 ), 
conduciendo entonces por A x y ¡}.¿ las paralelas a LT so obtienen las 
trazas ai y a 2 del plano buscado. 



Este mismo problema puede ser resuelto utilizando un plano de 
perfil (fig. 142). Se baila el perfil de cada una de las dos pun í* ! * 
quedando así determinado el perfil del plano que pasa por ellas. Vol¬ 
viendo a girar el plano de perfil se encuentran fácilmente a 3 y u : >. 

11. — Un prisma recto, que descansa sobre el plano horizontal, 
es cortado por un plano perpendicular al plano vertical. Dibujar el 
desarrollo de la superficie del tronco. 
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El plano sector a =1 (r<i, cu») (fíg. 143) es. como lo dice el pro¬ 
blema, perpendicular al plano verilea!. Toda figura situada en 61 se 
proyecta verticalmenle sobre n^; es entonces la proyección verti¬ 
cal del corte o sección producida * 

Los vértices de la sección son puntos de las aristas laterales 



Ai cx< 


Fio. 141 
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del cuerpo; sus proyecciones horizontales coincidirán entonces con 

Ái, fii, Ci, Di. 

Para el desarrollo observamos que, coniq. las aristas son paralelas 


a 2 

\ 

E2SSÜ2 



n e 
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12-•—Corlamos almr.i A mi -loo ] >risma nntoi'ior mo.hunh un 
plano cualcpjicra.. u:-(a s . uj) (fig. 114). 

Los veri ices de la sen .ion son puntos de las aristas la leí. ales del 
prisma. La proyección horizontal de la sección será entonces la misma 
proyección horizontal A ] J^C 1 D 1 de la base inferior. Para hallar lo 
proyección veri icol pensamos que la sección pertenece al plarm a y 
entonces, recordando 4 y ó de osle mismo parágrafo, se obtiene mu 
dificultad la proyección E^F^GJí^ de la sección. ÍÜ desarrollo de la 
superficie lateral del tronco se obtiene también sin dificultad. No nos 
encontramos, en cambio, en condiciones de dibujar, por ahora,, la 
sección EFGHE en verdadera forma y tamaño. 


EJERCICIOS 

28, Representar en una mis tan figura, mediante dos rectas paralelas, las distintas 
posiciones que puede presentar un plano paralelo a LT . 



Ejercicio 29 


30. F.u id piano determinado por dos rectas 
concurrentes {A^^ A 2 B<¿) y (C\D V 
C 2 D 2 ) se desea dibujar el cuadrilátero 
EFGH cuya proyección horizontal es 
dada. Hallar la proyección vertical. 
Hallar también el perfil de las rectas 
dadas ad como del cuadrilátero. 


29. En el plano al cual pertenece el tnim 
guio ABC cuyas dos proven. iones son 
dadas, hállase también A triángulo 
EFG 9 del cual se conoce únicamente 
la proyección vertical. Hallar la pro¬ 
yección horizontal. 



Ejercicio 36 
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Ejercicio 31 


31- Sobre la recta BC marcar el punto P 
cuya cola y cuyo alejamiento exce¬ 
den, respectivamente, en 5 non y 4 
uini n jos correspondiente de A. 


32. Determinar las proyecciones de un punto situado en im plano (a,, n.,>), per¬ 
pendicular ai plano ;t 2 , que forma un ángulo de 20 u con el plano Kl aleja¬ 
miento del punto es 1.5. 

33. Un polígono hállase situado en un plano ir/-,, a.¿) perpendicular al plano }v h 
zonta!. ¿Cual es la figura formada por su proyección horizontal? 

34. Se proyecta una escua- J 

dra sobre el plano ver- Ejercicio 34 

tical y se obtiene la figura que se acompaña. ¿Cómo están situadas lns caras 
de la escuadra con respecto al plano vertical de proyección? 

35. Dada una de las proyecciones de un punto de un plano dado por sus trazas, 
hallar la otra proyección. 

36. Dado un plano (a v cu), determinar en él un punto situado a 3 unidades 
del plano vertical y 4 del horizontal. 

37. Hacer pasar un plano por una recta dada (determinando las liazas del 

plano). 



Capítulo V 


INTERSECCIONES 


§31. INTERSECCION DE DOS PLANOS 

1. — Se sabe que cuando dos planos se cortan la intersección es 
una línea recta. Se sabe también que cada uno de los diedros formados 
tiene como medida la de su sección normal, es decir, refiriéndonos al 
diedro indicado en la figura 145, la del ángulo plano QPR formado al 
conducir desde un punto cualquie¬ 
ra P de la intersección, las perpen 
diculares PQ y PR a esa misma 
intersección (una en cada cara). v c 

Siendo la intersección de dos Q 
planos una recta, bastará, para de- U 
terminarla, encontrar dos de sus ^ 
puntos, o bien lino solo de éstos y tf) 

La dicen um de la recta. ^ 

2. E! procedimiento general 5E 
para judiar ia intersección de dos 
planos puede obtenerse mediante la 
consideración de los problemas si¬ 
guientes: 

1 lí Encontrar la intersección 
de una reda v un plano perpendi¬ 
cular a uno de los planos de pro¬ 
yección. 

Sean (fig. 146) una recta a = (a± 9 a 2 ) y un plano perpendicular 
ni plano horizontal. Este plano puede ser dado por su traza horizontal 
ui o por )a proyección horizontal de cualquier otra de sus rectas (*}. 
Para hacer más objetiva la figura hemos dibujado también la proyec¬ 
ción vertical de una fiarte del plano. 

Se ha visto (3, § 27).-que toda figura situada en un plano vertical 
tiene su proyección horizontal en la traza horizontal del plano. El 
punto (vn que la recia dada encuentra el plano a tendrá entonces su 
proyección on la intersección cíe a j y ai. 

: proven ión vertical se encuentra mediante una línea de i»*h 

cencía. 

Supuesto, como es usual, opaco el plano a, parte de la recta a es 
invisible para un observador que, colocado en el primer diedro, mira 



(*■ i'\t f'jiii.;!(!.! * lu« uní? son perpendiculares a) plano jq. 
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hacia el plano vertical de proyección. Es visible, en cambio, refirién¬ 
donos siempre al primer diedro, para un observador que mira desde 
arriba el plano horizontal de proyección. Por esto pane de la pro¬ 
yección vertical a 2 aparece de puntos en la figura descriptiva. 



cualqui era P de a. Si su alejamiento P 0 Pi es menor que el aleja¬ 
miento P 0 Qi de un punto Q , que perteneciendo al plano a tiene Q 2 
coincidente con la parte 1P de la recta es invisible en proyección 
vertical. Es visible en caso contrario. 

En la figura 147 se ha considerado un plano perpendicular al 
plano vertical. Recordando lo establecido en 4, § 27, su construcción 
no ofrece dificultad alguna. 

En lo que concierne a la visibilidad, la parte l\Pi es invisible 
por ser P 0 P 2 < PoQz, es decir, por tener el punto P de la recta menor 



Fuí, 147 
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cola que el punto Q del (llano, elegido Q de tai modo que teniendo 
igual alejamiento que P tenga 0> coi u cid en te con 

2* Encontrar la intersección de un plano cualquiera y un plano 
perpendicular a uno de los planos de proyección. 

Sean a un plano cualquiera y (1 un plano perpendicular al hori 
zonta 1 (fíg. 148). Consideradas d'o redas cual- ^quiera, a y h de o., se 
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hallan en la 
forma indicada 
en el problema 
anterior los 
puntos P y Q 
en que estas 
rectas cortan el 
Y plano ¡3. La rec¬ 
ta PQ es enton¬ 
ces la intersec¬ 
ción buscada. 

Sean (iig. 
149) (3j la Ira 
za horizontal 
del plano vertí 
cal, del cual da¬ 
mos, para ma¬ 
yor compren¬ 
sión, la proyec¬ 
ción vertical do 
una parte limi¬ 
tada, y {A\. 

Ci). Í/L. /L. C :f ) el plano a. 

Ln recta AC del })lano (/. 
encuentra ¡3 en. oí punto 
P ^ (P,, P.j); la recta fíC lo 
encue:n tra en el }> u n t <) 

(Q L} Q 2 ). La recta PQ es 
entonces la intersección bus¬ 
cada. 

En la figura 150 se ha 
utilizado un plano perpendi¬ 
cular al plano vertical. El 
plano a es dado por la recta 
(a Í3 a 2 ) y el punto (A u Ao). 

Por este punto se trazó 
(b ly £ 2 ) paralela a la recta 
(a Í9 # 2 ). Estas rectas encuen¬ 
tran el plano (3 en los puntos 

y<?-(Qi,Qa). 

La intersección buscada es, 
pues, PQ. 

La visibilidad de las rec¬ 
tas a y b se obtiene en la for¬ 
ma ya indicada. 

3. — Conocidos ios d o s 
problemas a nter i a ros f : od ( 
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mes considerar ya la intersección de dos planos cualesquiera. 

Para encontrar un punto (le Ja intersen-ida (fig. 151) so corlan 
los dos planos dados a y fi medíanlo un plano auxiliar y perpendicular 
a uno de los planos de proyección. Se obtienen dos recias, r y s> que 
se encuentran en un punto I } de la intersección Repitiendo la ope¬ 
ración con otro plano auxiliar >e o 1= 1 *m■ Jr:'t oim punto dr la míe» sección. 
ICsia queda así perfoctamenir dete< nisii. **!.*. 
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4. — Supongamos entonces los planos ABCD y EFG (fig. 152). 
Tomemos como primer plano auxiliar uno normal al vertical. Sea yo 
su traza vertical. 

La intersección de este plano con los dos planos dados son las 
rectas MN y PQ , respectivamente. Su punto de intersección es 

R=(Ri, R*)- 

El segundo plano auxiliar ha sido elegido paralelo al plano vertí 
cal. Su traza horizontal es y corta los planos dados según las rec¬ 
tas ST y UV^ respectivamente. Estas se encuentran en Z == (Z 1? Z 2 ). 
La recta RZ es la intersección pedida. 



Los planos auxiliares a utilizar pueden ser cualesquiera de los 
normales a uno de los planos de proyección. Muy cómodos resultan 
los paralelos al vertical o al horizontal, teniendo presente, al elegirlos, 
la conveniencia de que corten las figuras dadas en las partes más 
•anchas, 

§32. INTERSECCION DE RECTA Y PLANO 

1. — La intersección de una recta y un plano es un punto. Pan 
determinarlo, en el caso de que el plano no ocupa las posiciones 
particulares consideradas en el parágrafo anterior, se recurre a un 
piano auxiliar que pasa por la recta. El plano auxiliar (fig. 153) corta 
el plano dado según una recta. La intersección de ésta con la da di 
es el punto de intersección buscado. 

2. — Imaginemos entonces (fig. 154) que a 2 ) es la recta 

dada y A«B*C«) el plano. Queremos determinar las proveí 
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ciernes cid pinito en que la recta encuentra el plano. Como plano 
auxiliar elegirnos el que proyecta horizontalmente la reota dada. Su 
traza horizontal es la misma y corta el plano del triángulo $e^ún 



a procederemos en la forma indicada en § 31. Comencemos con la 
proyección horizontal. 

El punto Nr es proyección horizontal del punto N del triángulo 
y del punto R de la re cia a . Los dos tienen igual alejamiento, pero la 
cota de R es mayor (RM-i > /LAL); el punto R es, pues, horizon- 
tahnente visible, y con él toda la porción PR de a. La otra parte, PM\ 
será, en consecuencia, invisible. 
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Para la proyección vertical de a lomaremos dos puntos do igual 
cota y de igual proyección vertical, uno de la recta, otro del triángulo 
Aquel que tenga mayor alejamiento será visible en proyección vertical. 
Así, de los dos puntos que se proyectan vertí cálmente en *Sb. el de la 
recta a tiene mayor alejamiento. El segmento SP es. pues, visible. E. 
invisible, en cambio, ol segmente PU 




INTERSECCIONES 


S:i hiendo imitar la intersección de uno recia y u.n plano se pueda 
hallar la mlcr se colón de dos j>l ¿j.í¿ t>s del mu h i:\nd a la intersección do 
uno (ha éstos con dos rectas del olro y un i onda después los dos puntos 
obtenidos, o bien la intersección del primero coa una recta del segundo 
y ja del segundo con una recta del primero, uniendo después los dos 
puntos como en el caso anterior. 

En 3a figura 155 se ha empleado este último procedimiento. 




§ 33. INTERSECCION DE DOS PLANOS DADOS POR SUS TRAZAS 

1 . — Las trazas de un plano no son sino las intersecciones de éste 
con cada uno de los planos de proyección. 

Conocidas, pues, las trazas (ai, a 2 ) y (|?i, 62 ) de dos pianos no 
paralelos, el proble¬ 
ma de hallar su recta 
*li* intersección no es 
muo un caso particu¬ 
lar, semirresuelto, del 
problema general da¬ 
lla en los números 3 
y I 1 del % 31. Las in- 
iersecí iones de los 
«los planos dados con 
«'I plano horizontal 
1 u 1 las rectas aj y p l9 
uiyo punto común 
1 : (A X . A 2 ) (Íigu- 

*11 156) es uno de los 
puntos de la inter¬ 
acción buscada. 

Las intersecaos 

.. de a y p con el \ 

plano vertical de proyección son <*4 y ¡L». Su punto común B es» B7) 
♦ ;, j oleo punió de la intersección buscada. La recta. AB es, pues, la in- 
♦i'iMMxión de los planos a y p. Sus- trazas son A y. S. 


L ^ / C 

\ . 

\¡?2 

, \ 

\ T 

\ T 7 

7 

/ 

/ 


\ 


co 


/ 


Fio. 156 


2 .—-Los planos cuya intersección se busca pueden ocupar posi- 
- imi u*s especiales. Resultan así los siguientes casos particulares más 
importantes: 

1 " Dos trazas homónimas son paralelas. 

Nra i i na ra I r] n s la s tr a za s hori zonta le s <Xi y pi (f ig. 157). El punt o 
r . immiii <t las trazas a» y [>, es la traza vertical de la intersección. 
'*» pmyección horizontal es P x sobre la línea de tierra. Tenemos asi 
un | umto I\ de la proyección vertical de la intersección y un punto 
L (L su proyección horizontal. Pero la Geometría Elemental ensena 
Mir rsa intersección es paralela a las trazas ai y Pi. Sus proyecciones 
lilii’ii ser entonces: paralelas a las de estas rectas; basta así trozar 
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'"por P 2 la paralela a 
LT y por Pj la pa 
ralela a rxj (o fe). La 
intersección buscada 
es i = (i\, 4). 

2* Uno de lo: 
y planos es cualquiera, 
el otro es paralelo a 
uno de los planos de 
provece ion. 

Sea (oti. a 2 ) el 
p 1 a n o cua 1 quiera y 
fe la única traza de 
un plano paralelo al 
plano vertical (figu¬ 
ra 158). 

La recta de intersección es una recta del plano vertical fe; su 
proyección horizontal h coincide con (3i. Además, la recta i del espacio 
es paralela a la traza rio (intersecciones de dos planos paralelos con un 
tercero); su proyección vertical ¿> será, pues, paralela a ay. 



Fio. 15" 


3- Uno de los planos es cualquiera, el otro es perpendicular a 
uno de los planos de proyección. 

Sea (ai, te) el plano cualquiera o imaginemos que el otro 
(fii, fe) sea perpendicular al plano i inri/.uní al (fig. 159j, 

La construcción a efectuar es la indicada para el caso general, 
1 de es le parágrafo. La única particularidad consiste en que la pro¬ 
yección horizontal ú de la intersección coincide con fe. 


4* Uro de los 
planos es cualquiera, 
el otro es de perfil. 

Sea (ai, te) el 
plano cualquiera y 
(fe, fe) el de perfil 
(fig. 160). La recta 
'de intersección une t 

en el espacio los dos'_ 

puntos Á! y Bo en 
que se cortan las tra¬ 
zas homónimas de los 
dos planos. Come esa 
red a (> e r te ucee al 
plano de perfil» sus 
proyecciones ¿t e 12 
coinciden con las tra¬ 
zas fe y fe, En la fi¬ 
gura hemo< determi- 



\ci< 

x 

Fie. 158 



T 



iXT/'itsrx'nn-xw 




nado ('1 perfil 4 de 
la ínUrsorcióit roba 
tiendo el plano de 
perfil, sobre el plano 
vertical. El segmento 
/E/E da la verdadera 
magnitud de la inter¬ 
sección y el ángulo 
/ 1 2 /E/E es el ángulo 
í|ue la recta i forma ^ 
ron el plano ir o. - 

5‘- Uno de los 
planos es perpendi¬ 
cular al plano rfi, el 
otro es horizontal. 

La recta de in¬ 
tersección es paralela 
«1 plano horizontal. 

Su proyección verti¬ 
cal 4 ( fíg, 1 fi 1 ) CO i i l e l d r • 
cide con a L . 


r\.: m 

t-ce 



Fig. 159 \cn 


\ 


con ¡lo su proyección horizontal i íoo¡- 


()•' Uno de los plano- es cualquiera. el otro es paralelo a /. 7 
Como lo indica la figura 162. la construcción es igual a la de! 
msu genera]. la ovia L: c* la intersección buscada. 


L 


7*‘ I .os do< píanos am paralelo* 

D 




Fu;. lh() 


a 1 a 



línea de tierra. 

Sean (cu. a_- v 
(Pl, ft>) los pl a n os 
(fig, 163). 1.a inte: 
sección será tamo rea 
paralela a la línea «!«• 
tierra. Para detenía 
narla se recurre a un 
plano auxiliar de per 
fil (Yi, Ys). 

Este plano corta 
^ los planos datU* st 

—-- gún dos rectas, cuya 

intersección da un 
punto de la intersec¬ 
ción buscada. La rec* 
ta común a los planos 
a y y tiene las pro¬ 
yecciones coinciden- 
tes con y! y y 2 . Sus 
trazas en el espacio 
son Ai y fí 2 . Robo- 
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tiendo entonces el 
plano de perfil sobre 
el plano vertical, el 
punto Bq no se mue¬ 
ve; A\ se coloca en 
A¿. F,1 segmento 
ü'¿ = B Z Á$ es, pues, 
el perfil de la por¬ 
ción de recta según 
la cual se cortan los 
planos a y y. Del 
mismo modo es el 
perfil de la intersec¬ 
ción de (3 y y. 

El punto i-z en 
que se cortan y b<¿ 
es el perfil de la in¬ 
tersección de los pla¬ 
nos a y |3. Debemos 
hallar sus proyeccio¬ 
nes, Como la cota de 
eS común a todos los puntos de la recta i y la proyección vertical / 2 se 
obtiene trazando por ¡ 3 la paralela a LT ; I,a proyección horizontal u 
se encuentra haciendo volver a su posición primitiva el plano de perfil. 

8- Dos trazas de igual nombre de los planos dados se cortan 

fuera de los límites cXg 

del dibujo. 

Supongamos que 
esto ocurra para las 
trazas horizontales 
«i y Pi (fig.^164). La 
traza vertical (Bi, 

B 2 ) de la intersección 
se halla sin dificul¬ 
tad. no así la horizon- L 
tal. Se trata entonces 
de encontrar otro 
punto de esa recta. 

Imaginemos co¬ 
mo auxiliar el plano 
horizontal y 2 . Los 
planos dados a y (3 
son cortados por éste 
según las horizonta¬ 
les (a^fla) y (b u W, 
respectivamente. E? 





Fio 161 
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punto (//t, Il>), común a estas horizontales, es, sin duda, un punto de 
la intersección de a y (i (3 de §31). Uniendo fí i con /?, y 7U con Z? 2 
se tienen las proyecciones ¿ú e i 2 de la intersección pedida. 

Si tampoco a 2 y se cortan dentro de los límites del dibujo, se 
recurre a un segundo plano auxiliar. 

3. — Resueltos los problemas más comunes de intersección de 
planos dados por sus trazas, determinemos ahora la intersección de 
una recta (ai, a 2 ) y un plano dado por sus trazas a,, a 2 (fig. 165). 



El procedimiento empicada no es sino un caso particular de 
1 y 2 de § 32. 

Se hace pasar por la recta un plano auxiliar; éste corta el plano 
dado según una recta. La intersección de esta recta con la dada es 
el punto buscado. 
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Ejercicio 41 



43 Encontrar el punto común a tros planos dados por sus trazas. (Determines* 
la recta de intersección del 1» y el 2°, luego del l l y3 ! ¡ el punto de ínter 
sección de estas dos rectas es el punto pedido). 

,«4. Encontrar la recta de intersección de dos planos paralelos a la línea de tierra 
(Utilizar un plano auxiliar cualquiera), 

4i En: intrat la irilnwt ion dos plaii.-s cuyas troza: pasan por nn mismo 

punto de LT . 

46. Encontrar la intersección de dos planos cuando uno de ellos es dado por su 
recta de máxima pendiente: el otro por sus trazas. 

47. Encontrar el punto en que mu, recta encuentra un plano dado por su red.* 
<!*• 'ii "> v i tu pendióme 



Capítulo VI 



POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS Y PLANOS 
§ 34. PARALELISMO 

1. — Se sabe por Geometría Elemental que una recta es para¬ 
lela a un plano si es paralela a una recta del plano (criterio de exis¬ 
tencia de rectas y planos paralelos). Recíprocamente, un plano es 
paralelo a una recta si contiene una recta paralela a la recta dada. Así. 
por ejemplo, la recta ¿z= (a^, a<¿) es paralela al plano dado por las 
rectas concurrentes (b u b 2 ) y c= (c u c 2 ) (fig. 16(5) porque a [¡ h. 



Fio. 166 


Del mismo modo, la recta a= (ai, a 2 ), de la figura 167, es para- 
l«'ln al plano a, dado por sus trazas Ci, a 2 , porque es paralela a la 
"Tía b - • (b u b 2 ) del plano. 

2- — Es evidente que por un punto P exterior a un plano dado a 
w puede trazar un número infinito de rectas paralelas al plano. 

Recíprocamente, por un punto P exterior a una recta se puede 
lni<t l r pasar un número infinito de planos paralelos a la recia. 
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3- El plano que* contieno el ¡millo P (fig. 1(S8) y es paralelo a 
las rodeé a y h se halla representado por las rodas c y <J 7 que pasan 
por Pr y son respectivamente paralelas a las redas a y b. 



Si a y b fuesen copla nares, su plano será paralelo al de c y d , 
pues, según enseña la Geometría Elemental ? dos planos son paralelos 
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cuando uno de ellos contiene dos rectas concurren !<v paralelas al otro 
(criterio de existencia de planos paralelos). 

Así, por ejemplo, los planos determinados por las rectas a y b 
y c y d, de figutra 169, son paralelos. 



Pie 172 






POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS Y PLANOS 
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dados con el misino ¡daño a,. La representación es, en general la 
dada en figura 171. 

5. — Recíprocamente, cúmplese, en general, que dos píanos que 
tienen sus trazas de igual nombre paralelas son paralelos. 

Dijimos en general , y explicaremos por qué. 

Si las trazas de los dos ¡danos son paralelas entre sí y paralelas 
n L7 1 , los planos no son siempre paralelos. Es lo que ocurre, por 
ejemplo, con los planos a y (3 de la figura 172, que no son paralelos, 
como lo hace ver claramente el plano de perfil. 

6* — Dados un plano por sus trazas ai y a 2 y un punto (P u P 2 ) 
<]ue no le pertenece (fig. 173), estamos en condiciones de encontrar 
rd plano que pasando por P es paralelo al plano a. 


L 


T 


Fio. 173 



Tracemos por P la horizontal ded plano buscado. Sus proyecciones 
lus obtendremos haciendo pasar por Py la paralela a a A y por P<¿ la 
paralela a LT, La traza vertical de esta recta es un punto de la 
traza vertical del ¡daño que se busca; es posible entonces construir 
'iin dificultad las trazas fh, primero, y (h, después, del jdano p que 
< n] i tiene el punto P v os paralelo al plano a. 
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§ 35. V EKI *EN l)iCU L A U11) A D 

1 . -Para resolver los problemas de perpendicularidad i (nonio, 
mos los siguientes principios de Geometría Sólida Uenienlai. 

ly T^a condición necesaria y suficiente para que una recía sea 
perpendicular a un plano es que ella sea perpendicular a 
dos rectas del plano. 

2<t I^a condición necesaria y sui i cíent e para que dos planos sean 
perpendiculares entre sí es que uno de ellos contenga una 
recta perpendicular al otro plano. 

39 La condición necesaria y suficiente para que dos rectas sean 
perpendiculares entre sí es que sean perpendiculares entre si 
sus proyecciones sobre un plano paralelo a una de ellas. 



Pie. 174 
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2.Resolvamos ahora el problema siguioiU-c 

Conducir por el punto M =~ - (/l/*, M¿) la perpendicular A plano 
(AiBiC\, A 2 B 2 C 2 ) (fig. 174). 

Si a es la recta pedida, ella será perpendicular a dos recias cuales¬ 
quiera del plano (l‘‘ r principio). En particular, será perpendicular a 
una horizontal y a una frontal del plano. 

Pero, por el 3 er principio, las proyecciones a } y a> son,. iv-perlina¬ 
mente, perpendiculares a las proyecciones h ± de la horizontal y de 
la frontal del plano. 

Basta conducir entonces por M 1 la perpendicular a y por 
la perpendicular a f< 2 . El punto P es el pie de la perpendicular. 

Si el plano es dado por sus trazas, la construcción del problema 
anterior es más simple. 

Las trazas ui y oq del plano (fig. 175) no son sino una hmízoniai 
y una frontal del plano. Basta entonces conducir por M 1 y > ■ !•■ ;•ar¬ 
pen dicu la res cij y ü 2 a las trazas m y respectivamente. 

El punto P es el pie de la perpendicular. 



\ 
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3 . — Trátese ahora de hacer pasar por un punto el plano per¬ 
pendicular a una recta dada. 

Sean A = (A u A 2 ) el punto y « = (a u a 2 ) le recta (fig. 176). 



Fie. 176 

Hagamos pasar por A una horizontal y una frontal del plano buscado, 
trazando h% ± a } y f 2 1 a?. El plano buscado es el de las rectas (h lf h ¿), 

(.fl /s) 

Si el plano debe ser dado mediante sus trazas, se conduce primero 
por A una horizontal del plano, haciendo /?i±«i perpendicu 
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107 


lar por IL a la proyección a-, da la traza verlical del plano buscado 
La taraza liori/.onlal es paralela a (fjg. 177). 

& 

/ 


/ 



4.— Hacer pasar por una recta a^{a u a 2 ) el plano perpendi- 
' a plano dado por dos rectas concurrentes (o paralelas) 
h% ' (bu b 2 ) y css (d, ca) (fig. 178). 

El plano pedido, en virtud del 2” principio, es el determinado 
por la recta a y por la perpendicular al plano dado, conducida desde 
mi punto cualquiera P de a. 

Marcadas entonces la horizontal A y la frontal / del plano dado 
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se trazan desde P las proyecciones de la recta d perpendicular a ese 
plano. Las rectas a y d determinan el plano pedido. 



La figura 179 resuelve el mismo problema cuando los planos 
son dados mediante sus trazas. 

Por el punto P de la recta dada a se ha trazado la perpendicular 
h al plano a. Se hallaron después las trazas fh y p 2 del plano deter¬ 
minado por las rectas a y ú. 

El problema resuelto en este número tiene una sola solución si la 
recta dada a es coplanar, paralela u oblicua con respecto al plano 
dado; tiene, en cambio, infinitas soluciones si la recta a es perpendi 
cular al plano. 
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5. — El problema anterior y el recuerdo de algunas nociones de 
Geometría Sólida hacen comprender que si dos planos son perpendi¬ 
culares, no hay, en general, ninguna relación entre las posiciones 
relativas de sus trazas. Como caso partí dar consideremos dos planos 
a y ¡5 perpendiculares entre sí, siendo, ademas, a perpendicular al 
plano jí (fig. 180). 

Por ser a perpendicular a ¡3 y a jtes perpendicular a su inter¬ 
sección [3j. Esta será entonces perpendicular a todas las rectas de a 
que pasan por el pie P ; lo será entonces a la intersección de a y je. 
En consecuencia, las trazas de igual nombre de dos planos perpen¬ 
diculares entre sí forman un ángulo recto si por lo menos uno de ellos 
es perpendicular al plano que corresponde a tas trazas consideradas. 



» 

1 


Fig. 181 

La figura 181 da la representación de dos planos a y (3 perpen¬ 
diculares entre sí. El plano (3 es ademas perpendicular al plano 
Las trazas y (3- son perpendiculares entre si. 
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Es lo que se ha hecho en la reír-sentación de la figura 183. 
Mediante una horizontal y una f ron La! se determinó el plano a per¬ 
pendicular a la recta a. El punió de infección de a con a es Q, La 
recta PQ es la buscada. 


EJERCICIOS 

4-8. Dados los puntos A . B. C, D : mediante sw proyecciones, construir la perpen¬ 
dicular desde D al plano ABC , Hallar i píe de la perpendicular. 



49. E! triángulo ABC es la base infe¬ 
rir de un prisma recto, cuya al- 
i::a aparece en proyección vertical 
í^ún 1 cm. Completar las proyec¬ 
ciones del prisma. 


50. Hacer pasar por un punto dado, un plato perpendicular a una recta dada. 

51. Trazar por un punto un plano perpeni.cular a una recta de petfil. 

52. Conducir por una recta, el plano pcrpeü:.cular a un plano dado. 

53 Un plano a es dado por los puntos A, ¡. C. Representar el plano mediante 
sus trazas y conducir luego desde un Fito P la perpendicular al plano; 
determinar el pie de la perpendicular. 

54. Por un punto dado P, hacer pasar un 'Jane a perpendicular a una recta 
dada r. Determinar las trazas del plañe s. 


55. Las barras AB y CD que se cortan 
en P, están conectadas al plano ver¬ 
tical. En P se coloca otra barra 
perpendicular al plano de las dos 
primeras, que debe conectarse con 
el plano horizontal. Hallar las pro¬ 
yecciones de la barra adicional, así 
como el punto en que debe conec¬ 
tarse. 





CapÍTUIjO VII 

CAMBIOS DE PLANOS DE PROYECCION 

136. INTRODUCCION 

•f* A menudo la representación de las piezas y de las cons- 
1 i nociones hechas sobre ellas es mas simple, y a veces inmediata, 
como ya tuvimos la oportunidad de ver, cuando las figuras ocupan 
posiciones particulares con respecto a los planos de proyección. Así, 
vimos que una figura paralela a un plano de proyección se proyecta 
'¡obre este en verdadera magnitud. Por lo tanto, dada una figura en 
nua posición general, es útil, y a veces necesario, reducirla a tener, 
111,1 respecto a los planos de proyección, aquella posición especial que 
anís convenga a la cuestión que se estudia. ” 

2 .*—Los procedimientos que permiten obtener la posición más 
1 mii veniente de la figura que se considera reciben el nombre de meto- 
,/n ‘V gráficos de la Geometría Descriptiva. Ellos comprenden: 

l 9 El método de los cambios de planos de proyección. 

2 9 El método de las rotaciones y, como caso particular, el mé¬ 
todo de los re batimientos. 

Ivn el primer método los datos quedan fijos y se desplazan los 
pimíos de proyección. 

En el segundo método los planos de proyección quedan fijos y 
•'< i i gura es desplazada. 

■A7. EL METODO DE LOS CAMBIOS DE-PLANOS DE PROYECCION 

L — Sean P t y P¿ las proyecciones de un punto P del espacio 
1 hf/, 184). Mantengamos el plano y consideremos otro plano ver- 
Hml jt' 2 . La recta JJT ' es la nueva línea de tierra y P ly P% son las 
.'vas proyecciones del punto. Por otra parte, 

?VPi - 

r lH ’* ra da uno de estos segmentos es la cota, invariable, del punto P. 
iLbniiendo entonces cada plano vertical se obtiene una representa 

■ 1,1,1 ' la cual P 0 P '2 “ P' 0 P L Quiere decir que, cuando se cambia el 
|4mn vertical conservando el horizontal, la proyección horizontal de 
♦o punto cualquiera no varía, y la nueva proyección vertical es tal 
P 1 * 1 ' O distancia a la nueva línea de tierra es igual a la distancia que 
•‘♦d'ln cutre la anterior proyección vertical y la primitiva línea 
I»* l ierra. 
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9 _E n ]as representaciones llamaremos L'T', L"T", etc., las 

nuevas lineas de tierra, y K etc por ejemplo ^nuevas pro¬ 
yecciones verticales. La disposición de las letras de LT , L 1 . etc., 

tai <)“• *> “ < > uierda ■ dcrecha ' ™ e ™ rl pisr'v°íiic«i 

/?p2 se encuentra encima 

í de la línea de tierra. 



3. — Considere- 
mos la representa¬ 
ción ele un punto P 
del espacio y sean P j 
y P 2 sus proyeccio¬ 
nes con respecto ai 
sistema de planos rti 
y 7 t 2 (fig. 185). 

Supongamos que 
LT' sea la nueva lí¬ 
nea de tierra corres¬ 
pondiente a un nuevo 
plano vertical 
Queremos determi- 
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liar las nuevas proyecciones de P. Como el plano horizontal no lia 
cambiado, la proyección horizontal es .siempre P\. ha nueva pro 
yección vertical se encontrará sobre la perpendicular pnr l\ a L'T' 
y a una distancia de ésta, 

4, En la figura 18 b <4 nuevo plano vrr'in.l fué rebatido hacia 
la parle inferior del dibujo. 

5* — Cuando se 
reemplaza el plano 
horizontal por cual- 
<|uier otro plano 
perpendicular al 
plano vertical se di- 
ce que so ha cam¬ 
biado el plano ho¬ 
rizontal El nuevo 
plano de proyec¬ 
ción, si bien no ho¬ 
rizontal , conserva el 
nombre de plano 
horizontal 

Para compren¬ 
der bien el mecanis¬ 
mo del cambio do 
plano horizontal 
MHisideremo , la J:i- Eis. 186 

pura espacial de fi¬ 
nura 187. Los planos primitivos son 7t r y el nuevo plano hori¬ 
zontal es ji[: Pi y P*¿ son las proyecciones del punto P con réspede 
n los planos Jti y 7t¡¡. Después del rebatimiento del plano tío sohtv 




Fig. 187 
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m la proyección se sitúa, como ya se sabe, sobre la perpendicu¬ 
lar a LT por P x . 

Se trata ahora de determinar el punto P mediante sus proyec¬ 
ciones con respecto a los planos JC 2 y n r v La proyección de P sobre jfc 
es siempre P 2 . La proyección sobre k\ es P v Con un razonamiento 
análogo al hecho en 1 de este parágrafo se comprende que el plano 
determinado por las proyectantes PP\ y PP 2 es perpendicular a L'T f 
en el punto P r 0 y que P 2 P — P’ 0 P\ (alejamiento de P). Si rebatimos 
el plano n' x sobre el n 2 alrededor de l/T en el sentido indicado en la 
figura, por ejemplo, el punto P\ se colocará sobre la prolongación de 
la perpendicular P 2 P' a la nueva línea de tierra UT* y a una dis¬ 
tancia de esta igual al alejamiento. Si ahora se rebate el plano ji* 
sobre el rtj para estar de acuerdo con las convenciones establecidas, 
se obtiene la representación o figura descriptiva. 

La figura 188 da la representación para un punto dado (V u Po), 

Por P 2 , que no cam¬ 
bia, se ha trazado 
la perpendicular a 
L'T\ tomándose 
luego P' 6 P[=PoPi. 
Los puntos P\ y P 2 
son las provecí iones 
de P con respecto 
al nuevo sis loma de 
planos. 

El sentido del 
rebatimiento del 
plano jt'í sobre tc 2 es 
arbitrario. vSe puede 
roba I ir. pue i *, si así 
se desea, hacia la 
parte superior del 
dibujo. 

§ 38. PROYECCIONES DE UNA RECTA CUANDO SE CAMBIA UNO DE 
LOS PLANOS DE PROYECCION 

1. ----- Conocida una recta por sus dos proyecciones, se obtiene 
su proyección sobre un nuevo plano, hallando las nuevas proyeccio¬ 
nes de dos de sus puntos. 

2. — Sean A^B U A 2 B 2 las proyecciones déla recta (fig. 189). 
Consideremos un nuevo plano vertirá] y sen IJT la nueva línea de 
tierra. La proyección A\B X no varía. Para encontrar A^^ nueva 
proyección vertical, hállalise las nuevas proyecciones verticales de 

los puntos A y B . 

3. — Para la recta de proyecciones A\B h dada en la figu¬ 
ra 190. se ha hecho un cambio de plano bnri?. r >nta! Ln proyección ver- 




CAMBIOS i)!. l'J.MAÜS /)/' 1>nCYFCCION 


117 


tica! es siempre 
la nueva 
proyección hori¬ 
zontal es 
obtenida en la 
forma indi niela 
en la figura. 

4. — Con un 
cambio de pla¬ 
nos puede hacer- 
se que una recta 
dada resulte pa¬ 
ralela a uno de 
los planos de pro¬ 
yección. Al verti¬ 
cal, por ejemplo. 

Cuando una 
recta es paralela 
<i uno de los pla¬ 
nos de proyec- 
1 ion la provee- 
i ion de nombre 
< nntrario es pa- 



Fig. 189 



rale la a la hnr ví 
de tierra. Ku 
nuestro caso, si la 
recta dada {A^B^ 
(fig. 191) 
debe resultar pa 
ralela al y)i an u 
vertical, es nece¬ 
sario que A 1 B ] 
sea paralela a la 
tmeva línea de 
tierra. Basta, así. 
trazar L'T* para¬ 
lela a A x Bij en¬ 
contrar la nueva 
proyección vertí 
cal El seg 

mentó Á 2 B' 2 da 
entonces la ver¬ 
dadera magnitud 
del segmento ÁB 
del espacio. 


Fig. 190 
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Fig. 191 


6e cómprame 
q ue para simplificar 
se puede hacer que 
UT coincida con 
Á iBj. Resultan en¬ 
tonces las represen¬ 
taciones de la figu¬ 
ra 192. 

5* — En la fi¬ 
gura 193 se ha he¬ 
cho que la recta AB. 
dada por sus pro¬ 
yecciones A)By y 
AJl z , resulte para¬ 
lela al plano hori¬ 
zontal, Elegido UJ' 
paralelo a A<¿B 2 , el 
segmento A\B\ da 
la verdadera mag¬ 
nitud del segmento 
AB del espacio. 


V^' A 


Ftg. m 
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6. Dada una 
recta medíanle sus 
proyecciones AiB^ 
A 2 B 2 rfig. 194), 
nos proponemos He 
var sobre ella, a 
partir de uno de sus 
puntos, una longi¬ 
tud dada. Trátese, 
por ejemplo, de lle¬ 
var lOmm a partir 
del punto (/4i, A>¿). 

Después de ha- 
h(‘r proyectado la 
r'íícta sobre un nue¬ 
vo plano vertical 
paralelo a ella, o 
que la contenga, se 
marca, en la escala 
do longitudes porte- 



amont e al dibujo, el seg- 


Fig. 196 


mentó A[ } C' 2 — lOnim; luego 



desde C' se ím.:za 



la perpendiculai a 
UT* y se obtiene el 
punto Cy La per- 
pendicular a LT 
permite obtener (\. 
El punto (Ci, 
es el punto buscada 

§39. PROYECCIO¬ 
NES DE RECTAS 
DE UN PLANO 
CUANDO SE CAM¬ 
BIA UNO DE LOS 
PLANOS DE PRO¬ 
YECCION 

1, — Resueltos 
para los puntos y 

las rectas los pro¬ 
blemas concern ilu¬ 
tes a cambios de 
planos de proyec¬ 
ción, no es difícil su 
aplicación a planos 
dados por varias 
cualesquiera d< m 


luc. 101- 
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2. — Para una 
misil i a i i g u r a pu e - 


I"' 1 - ! . ••• ü í'íl ¡a . £ • 
uiar, por sus do-, 
í razas. 

T r á t e s oj \ o r 
ejemplo, del plano 
do) triángulo AB(' 
(fig. 195).. dado me- 
din rite las proyec 
ciones /ii B x Ci y 
A o /Jo C £ . Camhi a do 
el plano vertical 
por otro cuya in¬ 
tersección con jti es 
Í/T 7 (nueva línea 
de tierra) se obtu¬ 
vo rumo nueva pro 
ycciójjt veriical )h 
figura A'JV 2 C 2 . 

En la figura 
196 se lia cambiado 
r] plano horizonia! 
La nueva provee 
cióii es A\B\C \. 


den efectuarse va¬ 
rios cambios sucesi¬ 
vos de planos de 
proyección. Es lo 
que se ha hecho con 
el triángulo ABC de 
la figura 197, 

Eligióse prime¬ 
ro una nueva línea 
de tierra Í!T ! pa¬ 
ralela al lado CiB\ 
de la primitiva pro¬ 
yección horizontal. 

El triángulo 
A^BoCn es la nue- 
v a p ro v e c ci ón ve r - 
tica 1. Hay algo in¬ 
te re-, ante en onIo 
triángulo* y que 
ei segmento Ci/L da 
la verdadera mag¬ 
nitud de 1 segm* * n t o 



L 

/ 

/A 2 

S T 


/' / 

.V 

Cr^/i 

1 



;fc. i9G 
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' fi del espacio. Dehese esto a que (\B x es paralelo a L'T' (2, § 15 J 
vSe eligió después otro j)]ano horizontal, siendo L"T'\ esto es, la 
" ,Míva Mnea de tierra, perpendicular a C' 2 B' 2 . La nueva proyección 
liiK i/.ontal del triángulo es ahora el segmento El lado CB 

li'i resultado así perpendicular al nuevo plano horizontal, siendo el 
pimío C'/i' su proyección sobre este plano. 

I'.sla doblo transformación, que conduce a la obtención de un 
•''límenlo corno una de las proyecciones de una figura plana genérica 
‘‘1 espacio, es utilizada a menudo para resolver con facilidad rüimr 
nt'.ns problemas prácticos. En su aplicación conviene recordac ritif 
primor paso debe dar, medíanle una cualquiera de las proyección» s s 
I ' verdadera magirifud de uno de los segmentos de la figura. 

:i ‘-.construcción de la figura 197 puede ser simplificada 

Mando se recurvo no a una recta cualquiera AB del plano chulo, sumí 
“ nn<í ( ^ sus rectas particulares: una Horizontal, por ejemplo, n una 
f.(al. 
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Consideremos la horizontal ( A x /i,, /1 ;; /E) 198;. 1,1 mv 

mcnlo /ID, por ser paralelo al plano ai, aparece en /I¡Dj según su ver¬ 



dadera magnitud. Cambiemos de plano vertical tomando L'T perpen 
dicutar a la proyección AiD x . El nuevo plano vertical, por ser per¬ 
pendicular a la recta AD, es perpendicular al plano ABC (1, §35); 
la nueva proyección vertical del triángulo será, pues, un segmento, el 

C'/EDpl 

El ángulo a es el que forma el plano ABC con el plano tíi. 

§40. TRAZAS DE UN PLANO CUANDO SE CAMBIA UNO DE LOS 
PLANOS DE PROYECCION 

1. — Al cambiar solamente uno de los planos de proyección es 
evidente que una de las trazas no cambia. Pañi obtener la nueva traza 
se puede, de un modo general, considerar tres puntos del plano dado, 
determinarlos con respecto al nuevo sistema de ¡danos de proyección 
y hallar entonces la nueva traza del piano. 
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El procedimiento es evidentemente largo. Se puede proceder < u 
forma más rápida teniendo en nimia que la nueva traza es la ínter 
sección del plano , dado con el nuevo piano de proyección. 

2. Trátese, por ejemplo, de! plano (ai, < 12 ) (fig* 199). Se desea 
<nmbia; oí piano'vertical. Sea ///' la nueva línea de tierra. Ea Ira/.: 
a, rio varia, la nueva traza vertical es la intersección del plano (ai, e*) 



con el nuevo plano vertical ' ( n Ps)* Ln el sistema primitivo e ta 
intersección es la recta (tfi, Para definirla en el nuevo sistema 

basta hallar las proyecciones verticales do dos de sus puntos, (H ly II^) 
y (V; i) Vz)? por ejemplo. C*jtij el punto (//1, II2) tiene cota nula, 
su nueva proyección vertical co;m de con H 1. La nueva proyección 
vertical de (Vj, La) está, en cambio, en sobre la perpendicular j>or 
p! a UT 9 y a una distanci < ViV 2 = PiVe. La nueva traza vertical 
a' del plano dado es, pues, 1 ¡ recta que une H x y V f 2 . 
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3. — Otro procedimiento es dado en la figura 200. Se ha tomado 
una horizontal ( h u h 2 ) del plano y se ha hecho el cambio de esta 
recta, que continuará siendo horizontal y a la misma distancia Ai/i 2 
del plano horizontal. La nueva posición de la proyección vertical de 



la horizontal h ha sido obtenida considerando uno de sus puntos 
(Pi> P*). El punto (fij, fl' 2 ) es la nueva traza vertical de la horizon¬ 
tal h. Uniendo entonces B' 2 y Q se obtiene a' 3 . 

4* — La figura 201 corresponde a un cambio de plano horizontal. 

5. — Al cambiar uno de los planos de proyección el nuevo plano 
puede ser elegido de modo que resulte pcrj>endicular al plano dado, 
como ya lo hicimos en el número 4 del parágrafo anterior. 

Deseamos, por ejemplo, cambiar el plano horizontal por otro 
normal al plano dado (ai, a-) (fig. 202 ). 

El nuevo plano horizontal debe ser perpendicular al plano ver- 
tica! y también al (a,. a ;r ). Será entonces perpendicular a su ínter 
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M-ccióli Oa¡. K.n cor i se cu ene i.]., la nueva línea de tierra TJT' debe ser 
lomada porpcndicularnicnlo a a-. 1 a nueva traza a\ se obtiene como 
■•n los números procedentes. 



PlG. 201 


MI. APLICACIONES 

1- — El cuadrilátero (AxBiCxD^, A-_> B»(?¡>1X) do la figura 20 > 
*’Mú situado en un j)lano perpendicular al plano horizonial. Hallar 
11 u verdadera magnitud. 

Si se toma como nuevo plano vertical el mismo plano que con 
llene el cuadrilátero dado, la nueva proyección vertical A 2 A 2 C\¿ ZX, 
*l\ la verdadera magnitud pedida. 

2.— Determinar la longitud de la arista Afí del tedio indicado 
hi la figura 204, siendo Aj B x y A t >B» sus proyecciones'. Encontrar 
i*i ruinen la verdadera magnitud de la falda A ECO del lecho. 
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Cambiando el plano vertical, con tJ'L* como nueva tinca de tierra, 

Á f 2 B i es la longitud de la arista AIL _ 

Como DC aparece en tamaño real en I.)J ^ es íarií la coilsítuc. 

ción en Lama ño real de la laida ABCÍ). 



Fig. 202 


3..Lns patas (3o un caballete aparecen en proyección vertical 

y de perfil en la figura 205. Hallar los ángulos de corle de cada una 
de sus caras. 

Podemos considerar el perfil como una proyección horizontal, 
siendo LT la línea de tierra. Cambiando el plano vertical por otro 
plano paralelo a la cara A/IC1J se obtiene A'Ji’J 'l ue da * a < aj l 
AíiCD en Uunaño real. De ella pueden sacarse los ángulos pedidos 
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Fjg, 203 


4. — En los ejemplos anteriores hemos hallado la verdadera mag¬ 
ín I u d de figuras pertenecientes a planos perpendiculares a uno de 
los planos de proyección. Una de las proyecciones de la figura ha 
nido, pues, siempre un segmento. Si se tratase de figuras situadas en 
mi [llano cualt|niorn. haremos primero que ésíe se vuelva perpeu- 
diiular a uno de los píanos de proyección medíanle un cambio opor- 
lium (2 y 3 de §3<L, continuando después como en los ejemplos 
(interiores. 

Trátese de hallar la ver da do ra magn i lud de l triángulo 
(/Ii/ÍiCj ? A:>íi •/'->) dado en [a figura 20(>. 

Determinada iíi horizontal (//j, ii-A del plano AB( \ se cambia de 
[llano vertical, siendo i/T' la nueva línea de tierra. Se obtiene así ei 
mámenlo B'/Z corno proyección vertical del triángulo. Con J/'T" pá¬ 
ndela a IKC'¿ se cambia de jila no horizontal. La figura A*[}V[('.'[ da 
bi verdadera magnitud del triángulo dado. 
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5, - - líu i m ma a n a loga podemos ha liar la verdadera magüita < i 
ile la falda .Altt 'f) del techo indicado en la figura 207. 

Con ¡dorada la horizontal ( DiC ¡, D 2 C 2 ) se cambió de plano \t 
liad lomando I/T' perpendicular a DiC ]r La figura ABCT) r**.->*!s.t 
ns[ situada ni un plano perpendicular al nuevo plano vertical, y se 
proyecta sobre ésto según el segmento (Á< ¿ B’ 2 ) (C'Jb¡£). Un cambio de 
filano boi í/.onlíib con If f T” paralelo al segmento anterior., pe. mito 
hallar eu A¡V!C\' T)Y la verdadera negn if ¡ ¡d tn d*d 



Fig. 207 


EJERCICIOS 

55. Dadas las proyecciones de un punto, cambiar el plano horizontal. 
57. Dadas las proyecciones de una recta, caminar el plano horizontal. 
.58. Dado un punto, cambiar ambos planos de proyección. 
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59. JDtfíb] 1 * [1/1 IV, ■. : 


pifum*, í)(_* proyección. 


60. í birlo un plano iMt-il.ajile sus trazos, cambiar el plano horizontal. 



Ejkhcicio til 


62. La figura que sigue da las proyec¬ 
ciones de un paral el ogramo. Hallar 
su verdadera magnitud. Para re¬ 
solver este problema procédase asi: 
cambiar el plano vertical por otro, 
perpendicular al plano del par al e- 
logramo; cambiar luego el plano ho¬ 
rizontal por otro paralelo al que pro¬ 
yecta ver ti cálmente la figura. 


6L En la figura que sigue se tienen las 
proyecciones de una chimenea tremo 
cilindrica. Hacer el desarrollo de su 
superficie y dar la verdadera magni¬ 
tud de la abertura a practicar en el 
techo. El desarrollo de la superficie 
no ofrece dificultades. Para hallar la 
verdadera magnitud de la abertura, di 
vídase la circunferencia en cierto mi 
mero de partes iguales y cambíese lue¬ 
go de plano de proyección horizontal 



I'J.irr.Ticiíj (>v 


<$. La figura que sigue corresponde a un cristalizador, en chapa Halar 1. Mu 
gitud de una de las aristas laterales y dibujar después una <'u> Jas <íu,«s ib l 
cristalizador. 



EjkkciCio i>3 
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Ejercicio 54 


65. Conocidas las proyecciones de 
un ti rarjtiilo oblicuo con res- 
pecio a ios dos planos cío pro¬ 
yección, cucan liar su verdadera 
longitud. Encurtí raí: \ ai niñón los 
yn i'*> ti\ iones uó un pnnln ¿dilui¬ 
do sobro una de las a rustas, a 
una distancia dada do unu do 
los entremos. 


Dibujar en iaifiaño roa! i as f'U'ut deí Vi- 
I í | ' i ? V l í l.i ■ OVOS I lY'\ O-.ClOl ¡OS dísji Olí. Ja 

figura. 



Ejekcicxo 6& 
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ROTACIONES 


§ 42. INTRODUCCION 

1. — Dada la representación de una figura mediante eí método 
Monge, conviene a veces encontrar la análoga representación de esta 
misma figura, después de hacerle describir un movimiento de rotación 
alrededor de un eje, generalmente perpendicular a uno de los planos 
de proyección. 

Se sabe que entonces cada punto de lo figura queda siempre a 
la misma distancia del eje. 

2. -—Si el eje elegido es perpendicular al plano horizontal, su 
proyección horizontal es, como ya sabemos, un punto; su proyección 
vertical es una recta perpendicular a la linea de tierra. 

Si el eje es perpendicular al plano vertical, su proyección vertical 
es un punto; su proyección horizontal es perpendicular a la linea de 
tierra. 


*43. ROTACION DE UN PUNTO 

I. — Se sabe que cuando una figura hállase animada 


movimiento de rotación alrededor de un eje fijo, 
describen arcos de 
circunferencias cu¬ 
yos [danos son per¬ 
pendiculares al eje 
de rotación y cuyos 
centros están sobre 
este eje. Además, 
los redi os vec tores 
de los distintos pun¬ 
tos desoihoM ángu 
los centrales igua¬ 
les durante tiempos 
iguales. 

I irt a g i u o m ns 
fjuo la figura gira 
de un ángulo de ro¬ 
tación 0 alrededor 
de un eje vertical y 
que P sea uno de sus 

puntos (f■i <r. 9. OH 'j Fu ?. ‘>n8 


todos 


de un 
puntos 
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Fig. 209 


se traslada, mientras tanto, 
paralelamente a LT . 

La representación es da¬ 
da por la figura 209. 

2.---Es fácil compren¬ 
der que si el pinito V pira 
alrr:»U-íor de un ojo ¡¡erprmli 
rular ai [daño verla.ni. resulta 
una representación como la 
indicada en la figura 210. 


Observamos uue oí pumo /\ al 
movoto para de-a. - ¡!■-a r im ¿ovo de 
amplitud. Ü con centro en C y redi. 
CP, permanece en un plano paralelo 
al plano horizontal, y como toda fi¬ 
gura paralela a un plano se px'oyecta 
sobre este en verdadera magnitud, c> 

arco PP f tiene como proyección hori¬ 
zontal P±P[ = PP*, su proyección ver¬ 
tical es, en cambio, el segmento de 
recta P 2 .P 2 paralelo a LT. Quiere de¬ 
cir entonces que, cuando el punto P 
del espacio describe un arco de 
amplitud 0 y radio CP, su proyec¬ 
ción horizontal Pi describe un arce 
de centro C u amplitud 0 y radio 
CJ> 1 — CP: su proyección vertical P« 



I 


§44. ROTACION Dfí V NA 
RECTA 

1. — Corno i los p u n I o s 
determinan una recta, basta, 
evidentemente, hacer girar es¬ 



tos puntos para tener la nue i 

va representación de la recta. 

Sen (r ;L , r<>) la recta da- * ,AG ' _ 

da, (e i9 e 2 ) el eje de rotación y 0 ~ 205° el ángulo de rotación, hlegi 
dos dos puntos eviniese nuera de la recta, (A u A») y (P 1 , P:¡)~ i x,r 
ejemplo, se aplica a cada uno de ellos la coiistniccinn indicada en A 
pa rágra f\ > a n.lerii ir y tienen Ja: n u c r= ’» c - ])r o > * a ce.: yes ¡y O o * 1 

la recta (fig. 211). 


2„— El problema anterior puede ser resuelto en otra inrr 
Consiste en hacer girar el pie de la perpendicular ron- un a o 
dada y al eje. Como el eje es vertical, [a porpeudioiiar ■ «aunn 
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ti, 

hoj i/.oiilal y sus proyecciones son C\Pi y ('•>i 2 (fig. 212 ), siendo 
(P,, P¿) el pie de la jH'i j londicuhu _ Oespues (Je la micicióu {P i ? /\- > 
se vuelve (P [ 0 P^,). Como la perpendicular común sigue siendo hori 
zontal, la nueva proyección horizontal de la recta dada será per 
pendícular a C\ P \. Para determinar se hace girar otro punto de r, 
por ejemplo, la traza (//1, /-/■*)• La nueva proyección horizontal H\ 
de H debe estar sobre r[ y de tal modo que C^H ± = CiHJ. 





Ki<; :»n 


T ios triar 1 gu i os r ec tú n gi il us í ¡ í\ H y ( \ P , / / , 
I«• 1 1 1 ■ i ^ i / > j ( \ P y y ( \ [¡\ • ( 1 Ú ) lUr% ¿! f P 

«)•'<' ¡v i t niile ''ni 'int’V rn fnnr*' ihvr. -i f P, 


•om ¡gu.tir- | : 11 ' 
p;//:.. igu..:.!,.. 
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5 1,V NOTACION DE IJN PLANO 

L --La rotación de un plano se obtiene haciendo girar los ele 
montos geométricos que lo determinan, esto es: tres puntos no situados 
en línea recta, una recta y un punto, dos rectas del plano. Las nuevas 
proyecciones rio estos elementos definen el plano en la nueva posición. 

Así, por ejemplo, el plano dado por las rectas (a u a 2 ) y (¿> 1? 
de figura 214 es definido después de una rotación de 120 ' alrededor 
del eje vertical (¿i, e?) por las nuevas proyecciones ia\ , y 
<h' xy K) de sus rectas a y 



2, En numerosos [problemas residía ubi .-» vci*-, n* * e aj ■ ¡,ji;#» 
una figura situada en un plano a panuca, despne< de una rol ación, << ai 
una de sus proyecciones reducida a un segmento, en forma análoga 
n lo que se luí hecho en 2, §39. La rotación, a efectuar <corno se 
comprende, aquella capaz de hacer que el plano de la figura se 
vuelva perpendicular a uno de los planos de píTyec ciórr 

Trátese, por ejemplo, del triángulo ) ffiu PUL 1 . 



D. DI PIET110. - GEOMETRIA DESCiiD'n\'A 


\ÓH 


Nos proponemos, mediante una opm tuna rota* ion,. hacei que el 
plano ABC resulte perpendicular ni plano vertical. 

Elijamos como eje de rotación la recta vertical {e u e») que pasa 
por el vértice A. 

Para que el plano ABC resulte perpendicular al {daño ji* basta 
que una recta de ABC sea perpendicular al plano r ;; . Considerando 
entonces la horizontal [h u h 2 ) de ABC ejecutemos una roí ación tal 



Fig. 215 


que coloque a esa recta ptrvpondiculármenle al plano Para esto 
basta llevar la normal A¡Q { a la proyección h x hasta la posición A y (/, 
paralela a LT, y trazar luego h\ perpendicular a A y Q[. Sobre h\ 
delcrin únanse en seguida P\ y B[. Para ubicar C\ se halla el punto de 
intersección de AJ } \ y el arco de cirauiferoneia con centro en A , y 
radio A C ¡ J a nueva po.ririón del ñámenlo dado es A .B\( \ t me'- 
proyección ver ti ral s.e obtiene e¡ segmeem l-'d' 1 ' í { ! ángulo .? qm 
este segmento forma <nr\ LT es el ángulo que el plano del trió non’.- 
forma después de !a lul.acinn con. o! plano ,tti. 

,*í. Medianía una segunda rotarión alrededor de un f, ¡e p 1 ■ e 
pende ular ni plem puod?* »d .mie-rs,* la \ «a dado-a ’ • n ¡!■•! 1 •' 
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triángulo Atí(.. ya girado cu el núnimi anterior. Basta rotar la posi¬ 
ción óblenlo a Basta Iiíuvi ],i p.ir«il¡ , ln ai plano ;ti. La proyección sobre 
este plano da la verdadera mugniiud. 

Es lo que se lia hr-r/J.n > rn la figura 216. 



Fie. 216 


4..-Los problemas de rotación ríe figuras plana- co-aih ¡ 

niempre simplificados cuando se nmoeeu, cosa que no -.mmiev ■ nie¬ 
las trazas del plano de la figura. 

Veamos entonces cómo se determinan las nuevas ínr/a ; - 1 m? 
plano cuantío éste ha sufrido una de tí rn li nada rol ación. 

En la figuro 217 (a T , «a) es el plano dadn. El eje es ¡v-, r./\ 

Para efectuar la rotación so liaieu : ¡r;u\ en general, d - ? 

tal fi s del plano ¡una de ellas puedo mt su irvn huri/.onl d • ** -. j . 
limítales (una de ellas puedo ser su trazo termal'). Si el r■ ¡i?r: í' i.,w 
•Míe el eje encuentra el plano os C'int.-eidu. como él permímore /Mióv'ii 
■lur.mle la rol arción, se face girar sola metí í.e ia¡.¡ re» la del { 1 ¡no 

En nuestro ('aso hemos determinado [>ru ■•.■¡■n <-j punto / > r-u que 






ROTACIONES 


'..'i ¿ I!. i í : O. C i Í?rí 'I.; íc. \Vi\M\ f! í * UK úllglíle ; - ! ¡; ¡. :. ! ' i 

da»!*' • i . -:; 111 • queda definido en su nueva posición por y el pune, 
(P ¡. L s í i i c i 1 f i ii r en ton ce s ). a }) o si ci ón de la nnev a ira z a v c r 

tica i uL 

o . 1) =! d < } o n plano me d i n ? i i e su s l¿ -a z a $ a. . y as , re sol varón" me¬ 

dian i < , i:; • . i tu»'- nit i.Li c ruta ci ó t i u 1 i j irni*) en na a i i áIog o al coi \ 1 • U i e i • ¡»1»• 
en j * ■ s í i i ■: í i: ..le este mismo paró grato; es decir, hagamos que el plano 
resudo, i ■ í i. su nueva posición, perpendicular a uno de los planos de 
proyección, al vertical, por ejemplo. 

El eje de rotación debe ser vertical (fig. 218), girándose la traza 
ai hasta obtener a\ perpendicular a LPC. La nueva traza vertical pasa 
por la puye a; ion vertical del punto P en que el eje encuentra :¿i 
plano a. 

§ 46 \r)tc,\noM';s 

1. Hacer que una recta resulte paralela al plano vertical. 
Cuando una recta es paralela ai piano vertical su proyección 
horizontal es paralela a Ll\ Si la recta dada es entonces (r lír r*¿) 
(fig. 21 ó;, bes?a. considerar un eje de rotación vertical, el ( e x , <%)* po-' 
ejemplo, y hacer girar la recta hasta que su proyección horizonte’ r\ 
resulto paralela a LT. Las nuevas proyecciones de ía recta ciada son 
r[ y r\, y im segmento cualquiera de esta recta, el PA, por ejemplo.. 

aparece en tamaño real en P^A\ r 

Tenemos asi un procedimiento para hallar la verdad era m.n: 
nitud de in.t segmento de roela dado por sus proyecciones {fig. ‘OU . 



>■ Ji. Z! ! 






2.—-Hacer que una recia resulte paralela al plano horizontal 
En general, una recta es horizontal si su proyección vertical es 
lela a la línea de lie era. Se comprende entonces sin dificultad la 




¿tU'I.U.IONES 


145 


re,mesen lacón do la figuro 221, en la mal la reñía (r„ ;,) se ha vuelto 
horizontal. I .as nuevas proyecciones de ia recta son r\ y r[ ¿ y un seg¬ 
mento cualquiera de ella, /VI, por ejemplo, tiene romo verdadera man 
nilud l\A\. ° 

l HM:s i 1111 segmento cualquiera por sus proyecciones Á t /i\ y 
AJh, por ejemplo, su tamaño real es el segmento Á 1,’fi' (fig. 222). 



3.— Hallar la verdadera magnitud de una figura plana por trian- 
Kulación. 

Veamos primero un triángulo cualquiera (A,f>,C u AJI/'.,) ífi 
gura 223). l-'.i jirnlilema de encontrar su verdadera magnitud ya !o 
liemos resuello en 3 del parágrafo anterior. Rn lo,nía muy simple 
puede llegarse al mismo resultado usando ji.ua cada lado el |.rocedi 
miento indicado en los números 1 y 2, 

Construido el triángulo en ABC (fig. 224), este triángulo es 
itfnal al triangulo del espacio. 
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B 



contenido on c) plano de trazas 

M e '• I i o ni'; ima i > r n r ■; • r r ¡ r ' >'í a < ió 
a' = (uj, iC), pe r i) v r i d i c ala míe rite 

ns UJ'Jíi l'f'‘ ír\ : ?" . ('■■■ } i.’f- - f 1 ' 1 T*1■ y -• • 


Tratándose de un polígono 
puede conseguirse su verdadera 
magnitud dividiéndolo en trian 
gnlos y hallando la verdadera 
magnitud de rada uno de ellos. 

El procedimiento de ln 
triangulación aplícase en impor 
tan tes ] problemas de desarrollo 
do superficies. 

4. — Encontrar la verdade 
ra magnitud de una figura cuan 
do se conocen las trazas del pía 
no al cual pertenece. 

Ti átese, por ejemplo, del 
triángulo (Ai BiC u AfBoC» \ 
y u. (fig. 226). 

u sn lleva (d plano n a la posición 
al ¡Vano vertical. El eje útil j zade 
I .í ■ %— yfíV ! . ' í del t rián 
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galo son A^B' 2 C' 2 ). Luego se hace una segunda rotación 

utilizando como eje la traza hasta que el plano a coincida con el 
plano horizontal. El triángulo aparece según su verdadera magnitud 
en 


5,_En la figura 226 se da la planta y la elevación de un techo. 
Se pide el dibujo en tamaño real de cada Jalda, así como su pendiente. 
La altura MA de la falda ABC aparece en verdadera magnitud en 
M 2 /I 2 . Conocidas la base B^Ci y la altura M 2 A 2 puede construirse el 
triángulo C^B' 2 A%. 

La pendiente es _ 


N2A2 _ 



ycccioncs NyÁ , y /V 2 d 2 . Mediante mía rotación alrededor de un eje 
perpendicular al plano horizontal se tiene en JY nA?. s u ve rdadera mag¬ 
nitud. Conocidas las bases y ¿2 Az y I a altura í\ 2 A 2 , puede coxis- 

truirse en D 2 QtA}7E r 2 el tamaño real de la falda. Su pendiente es 
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Generalmente so lia ce 

("Wa ■■■■■: ÑÜVZ 

debiéndose tener eníonces 

P\ 

para lo cual basta que ib/ti, . . sean bisectrices de los ángu 

los Z?i, C\, . .. 


6* — Determinar el ángulo que forman dos rectas. 

Sean a^= (a h a») y b * (¿j, £ a ) las rectas dadas (fig. 227). 
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Mediante una rotación alrededor del eje (e u e*¿) perpendicular 
al plano horizontal se hace que el plano del ángulo se proyecte veril* 
cálmente según el segmento C 2 ^. Una segunda rotación alrededor 
del eje e! 2 ), que pasa por B!¿ y es perpendicular al plano vertical, 
permite obtener en A[ C”B[ la verdadera magnitud del ángulo pedido. 


EJERCICIOS 



67. Resuelto el problema anterior, hacer 
dadera magnitud. 

68. Dado un plano, hacerlo girar hasta qi 


66. Dado el triángulo ABC. por sus 
proyecciones, hacer mediante una 
rotación alrededor del o\e verti¬ 
cal que pasa por B , que se pro¬ 
yecte según un segmento sobre 
el plano vertical de proyección. 


e el triángulo ABC aparezca en ver- 
pase por un punto dado. 


69. Dado el cuadrado ABCD, por sus 
proyecciones, hacer mediante una 
rotación, que su diagonal AC apa¬ 
rezca horizontal. 




T 


Ejercicio 6? 



Capítuíx> IX 



REBATIMI ENTOS 

l47. OPERACIONES GENERALES 

1* — Dada una figura F perteneciente a un plano a, se llama 
rebatimiento de F sobre otro plano (3 la posición (F) que adquiere 
la figura F cuando el plano a gira alrededor de su intersecc ion con p, 
en un sentido u otro, hasta coincidir con el mismo plano p. 

Generalmente se toma p paralelo a uno de los planos de pro¬ 
yección, y entonces, efectuado el rebatimiento, la figura F aparece 
según su verdadera magnitud en una de sus proyecciones. 

La operación inversa, es decir, la que vuelve la figura rebati¬ 
da (F) a su posición primitiva F, recibe el nombre de relevamiento. 

2 . — Supongamos un plano a determinado, por ejemplo, por dos 
de sus rectas a y b (fig. 228). Mediante una rotación alrededor de 
una de sus horizontales h es posible colocar a paralelo al plano horri 



Fia. 228 
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zoutal de proyección. Habremos rebatido así el plano a sobre el plano 
horizontal (3 que pasa por h. w 

Sea P un punto de a. Deseamos encontrar la posición de P 
cuando a, girando alrededor de /z, Ha coincidido con [3. 

Bajada la perpendicular PQ a la horizontal /z, el punto P descri 

be, al efectuar el rebatimiento, un arco de circunferencia, de radio QP, 
situada en un plano perpendicular a la recta h. Si enton ces, d esde Q, 
en el plano (3, se conduce la perpendicular a h y se toma Q ( P ) = QP? 
el punto (P) es el rebatimiento de P. Es fácil notar que QP es la 
hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos catetos son: P'P igual 
a la distancia de P al plano (3, y QP' igual a la distancia entre el pie P' 
de la perpendicular por P al plano (3, y Q, centro del arco que describe 
P al rebatirse el plano a. 

3, — Las consideraciones anteriores nos permiten hacer la repre¬ 
sentación del rebatimiento de P (fig. 229). 





HLfíATlMlf-lNTOS 


tf>í 


D arco dt’.'iCripíí; por P se ja u\ví tu bí >r ramio] me'¡ U '.emir la ,« j 
poí ai i < uiar por P\ a /í¡. Sobre osla ¡uuqHindicuJar debemos ubicar lo 
proyere ion horizontal del rehalimienlo de />. (hiis!.my<ima: rumiaos 
como I ígnea auxiliar el triángulo ic> ¡ángulo nombrado en el i:ú-n m 
anterior, tj.no de sus cátelos es (JP\. distancia del pie P f <d «euno Q 
del arco. El otro c.ah ¡o e.s eJ segmento t\R ----- P\P^ distancia ti P al 
plano ¡a. J /levado en jorrees sobre la recia /\Q, a partir de Q r el s<*g 
moni o í v Wf, se o I) ti ene en. (P)i la proyección horizontal de la nueva 
posición do P. Sn proyección veri ¡caí e.s (P)^. 

4* En lorma análoga, mediante ¡ma rotación alrededor de una 
de sus ironía!es, puede obtenerse el reliati mi en Lo de un plano sobre 
otro paralelo al plano vertical d(' proyección. 

§ 48. REBATI MIENTO SOBRE U.NO DE LOS PLANOS DE PROYECCION 

1*- LI rd>at i miento de ímn figura se hace casi siempre soL>o 
uno de los planos de proyección. y entonces el eje de rotación no es 
sino la traza o u- riel plano a que contiene la figura. 

En la figura 250 se .muios Ira el rebatimiento de un punto P dd 
plano a cuando este, girando alrededor de su traza horizontal-ui. llega 
a coincidir con e¡ plano :r¡. 



Lo mismo que en d caso más general estudiado en el parágrafo 
Anterior, el punto P describo un arco do circunferencia de radio QP 
«tuado en un plano perpendicular a la traza a x . La jx>sición fina) 
os (P) sobre la normal por Q a a { y a una distancia Q(jP) ? que es dada 
por la hipotenusa del triángulo rectángulo QPJ\ cuyos catetos son: 
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P\P, igual a la cota doi punto P, y (¿Pu igual a la distancia di: la 
proyección horizontal Py a la traza horizontal a.y del plano u. 

Estamos en condiciones, así, de dibujar la figura descriptiva del 
rebalimiento de P. 


/ 

✓ 



FlG. 231 


Conducida por la perpendicular p a cti, designado con Q el 
punto de intersección de esta perpendicular con ai y construido el 
triángulo rectángulo que tiene como catetos los segmentos PiQ y 
P^R = P 0 P ‘2 (fig. 231), el rebatimicnto (P) del punto P se encuentra 
sobre p a una distancia de aj igual a la hipotenusa QR de] trianguín 
rectángulo construido. 

El rebatimiento sobre el plano rr T puede ser obtenido también 
girando a en sentido contrario al del caso anterior. La representación 
que resulta es entonces la indicada en la figura 232, 

2. — En la figura 233 se ha hecho, en cambio, el rebatimientn 
del pimío P = (P u P*¿) sobre el plano vertical girando alrededor de a* 
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3.— Dada una recta r^=(r 1? r*>) (fig. 234) da un plan*.' 
a es (ai, 02 ), es fácil encontrar su rebatimiento (r) sobre uno de 
los planos de proyección, el horizontal, por ejemplo. Basta aplicar 
a dos cualesquiera de sus puntos el procedimiento indicado en \. 
Para simplificar podemos observar que durante el rebatimiento la 
traza //1 de la recta queda fija, y entonces el rebatimiento de r se 
obtiene en seguida uniendo Hi con el rebatimiento ( P) de un punto 
arbitrario P de la recta dada. 



En vez del punto arbitrario P de r puede elegirse su tra za ver- 
tical. Es lo que se ha hecho en la figura 235. El segmento H%(V) 
as la verdadera magnitud dei segmento r HV del espacio. 

4.— Sea un plano (ai, 02 ) (fig. 236). Queremos rebatirlo 
sobre d plano horizontal determinando la nueva posición de su traza 
vertical. 
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Ai efectuar < i l rebat nniento alrededor de m el jumío O no so 
muevo. Para hallar o] re bal unión tu (Je a 2 basta en ton ros considerar 
otro cualquiera de sus puntos, el (/y í\), por ejemplo. Su rebatí- 
miento e?» (P). Uniendo O y (P) se tiene el rebatiruionío ( 02 ) de la 
traza En cuanto a la traza ai, su posición no ha variado. 



Fio. 235 


Se tiene así en el ángulo de lados (o^) y ai el rebatimiento de 
l/i porción de plano a comprendida entre sus dos trazas. 

En la figura 23 7 se ha rebatido a sobre el plano vertical. 

5. — Si se observa (fig. 236) que la distancia OP £ es igual a 
O(P), se comprende la construcción indicada en la figura 238, que da 
en forma simplificada el rebatimiento del plano a sobre el jti. 
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(jen '"i'i'iüo cu i) y radio 0/L i c lia enriada un f P : ,) la perpen¬ 
dicular por P\ a la traza ui- 

6. Dado un plano a mediante mis trazas a j y a¡¿ y una de sus 
horizontales h ^ (// x , /z 2 ), es fácil rebatir esta recta sobre el plano tí* 
de proyección. 



Fio. 238 


Hallado oí rebal ¡miento (V) de la l raza vertical Tig. 239) re- 
milta en seguida («a). Ha paralela por í Id a la iiw/.a u? da oí relio 
limiento {h) de la horizontal considerada. 

I 49. RELEV AMIENTO DE UN PLANO 

1*— Conocidas las dos trazas de un plano rebatido sobre oí plano 
ii \, relevar ese plano, determinando la traza vertical, 

Trátese del plano rebatido |a 1? (a 2 ) ] (fig. 240). 

Para volver a encontrar a 2 basta rehacer en orden inverso las 
upo radones indicadas en los números 4 y 5 del parágrafo anterior. 
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Siguiendo las operaciones del número 4 se procede así: 
l 9 Se traza por un punto cualquiera (P) de (a¿) la perpen¬ 
dicular a la traza horizontal ai. Se marcan los puntos Q y P x en que 
esa perpendicular encuentra ai y LT. 

2 9 Se construye el triángulo rectángulo PPiQ, del cual cono¬ 
cemos el cateto PiQ y la hipotenusa QR = Q(P). 

/ 


/ 



Fig. 239 


3 9 Sobre la perpendicular por P 3 a LT se marca P 2 tomando 

/\P* = P^ 

4 9 Se une P 2 con O. 

Siguiendo el procedimiento indicado en el número 5 se procedí*, 
en cambio, así: 

l 9 Se traza (fig. 241) desde (P) la perpendicular a la traza «1 
y se marca el punto P* sobre ¿7'. 

2 9 Se levanta por Pi la perpendicular a LT. 

3 9 Con centro en O y radio O(P) se describe un arco bastí» 
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determinar el punto P> sobre la peipendicular levantada por l P ia 

4° Se une P% con O, 

2.— Sea un punto (P) de un plano rebatido. Se desea hacer 
su relevamiento, es decir* hallar sus proyecciones P x y P 2 . 

Sean ai la traza horizontal del plano y (a 2 ) el rebatimiento 
de la traza 02 (fig. 242). La proyección horizontal del punto estará 
sobre la perpendicular por (P) a la traza ai. Por otra parte, el 
punto (P), intersección de esta perpendicular y de (o^), es el reba- 



Fig. 242 


timiento de un punto de la traza cuyas proyecciones podemos 
hallar fácilmente. Basta construir el triángulo rectángulo SRiQiy dei 
cual conocemos el cateto Q 1 R 1 y la hipotenusa Q X S = Q X (R). Llevarle’ 
sobre la perpendicular por a Z>7 el segmento — R^S se tic 

nen las dos provecciunes del punto R de la traza vertical a 2 . 
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Considerada la recta cuyo rrbatimicnto es (P) (/?) es fácil de¬ 
terminar P i priinoru y l\ después. Si se desea, puede completarse la 
representación haciendo pasar por P 2 la traza o^. 

3* — Más comúnmente se emplea otro procedimiento para relevar 
puntos de un plano rebatido. 

Trátese del plano rebatido en a u (<x 2 ) (fig. 243). Queremos rele¬ 
var los puntos A, tí y C del plano conociendo los rebatimientos (¿4)* 
(B) y (C). 



ÍB) 

Fig. 243 


Para hallar las proyecciones de A, B y C se consideran las 
horizontales correspondientes. Sus rebatimientos son paralelas a a> 
I""' M), (B) y (C ); sus proyecciones se obtienen fácilmente rele¬ 
gado sus trazas verticales. Llevando después desde ( A ), ( B ) y (C) 
perpendiculares a la traza a! se determinan A 1} B x y C v Líneas de 
inferencia fijan luego A 2 , B 2 y C 2 . 

Puede completarse la representación trazando 02 . 
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§50. REBATTMIENTO DE UN PLANO PERPENDICULAR A UNO DE 
LOS PLANOS DE PROYECCION 


1. — El rebatiniiento de punios y rectas do un plano se simplifica 
cuando éste es perpendicular a uno de los planos de proyección. 



Fig. 244 


La figura 244 
mués ira la nueva 
posición, de un pun¬ 
to cuando es rebati¬ 
do sobre Jti el plano 
vertical a al cual 
pertenece. 

El eje de rota¬ 
ción es cti y P se si¬ 
túa en (P ), sobre la 
perpendicular a a* 
por Pi y a una dis 
tanda Pl( P) i gual 
a la cota PJ* del 
punto. 

La representa¬ 
ción está dada por 
la figura 245. 



Fig. 24S 
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2, — La figura 24G da, en cambio, el rebutírniento del mismo 
plano anterior sobre el plano x> de proyección. 

El eje de rotación es a 2 , siendo (P) la nueva posición del punto P. 

3, — Sabiendo hallar el rebatimiento de un punto se está en con- 
didones de construir el rebalimienlo de una figura de un plano. 


H R 

2 (P) 

1 : 

i 

’-^ 

) 

L o! 

i 


Pí T 

\ 

j 


\ 

/ 


\ 

/ 


N 

\ 

/ 



f? 
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En la figura 247 se ha hecho el rebatimienlo del cuadrilátero 
ABCD y perteneciente a un plano perpendicular al plano horizontal. 
Sobre se obtuvo (A){li){C){D)\ sobre tp>, (A)'(B)'(C)'(D)'. 
Ambas figuras dan la verdadera magnitud del cuadrilátero ABCD 
del espacio. 

4. — I,a figura 248 da el rebatimiento sobre cada uno de los 
fílanos de proyección de un cuadrilátero colocado en un plano perpen¬ 
dicular al plano vertical. 

Los dos rebatimientos dan, como en el número anterior, las ver¬ 
daderas dimensiones del cuadrilátero. 

§51. RELEV AMIENTO DE UN PLANO PERPENDICULAR A UNO DE 
LOS PLANOS DE PROYECCION 

1* — Dada una figura cualquiera de un plano perpendicular a 
uno de los planos de proyección, hemos visto en el parágrafo prece- 
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dente cómo se obtiene su rebatimiento sobre el plano :ti o sobre el 
plano jt*. 

El problema inverso, que ahora consideraremos, consiste en en¬ 
contrar las proyecciones de una figura de un plano perpendicular a 



ID) 


FiG. 247 


uno de los de proyección cuando se conoce el rebatimiento de la figura 
sobre el plano ni o sobre el 3 T 2 . 

2._Supongamos que se ha rebatido un plano vertical a sobre 

eí plano horizontal. Sea (P) un punto cualquiera de a (fig. 249). 
Queremos volver a encontrar la posición inicial del punto P. 

Basta volver a ejecutar las mismas construcciones indicadas en 
a «! da Pi; luego, la perpendic ular po r a LT permite fijar P 2 a una 
distancia P 0 P¿ de LT , igual a Pi(P). 

1 del § 50, pero en orden inverso; es decir, por (P) la perpendicular 
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3. — Como aplicación consideremos el problema siguiente: dado 
un plano perpendicular al plano vertical, construir las proyecciones 
de una circunferencia contenida en ese plano conociendo el centro 
y el radio. 

Sean (fig. 250) (ai, c^) el plano, r el radio y (Oí, 0 2 ) el centro. 



Fig. 250 


Recordemos antes que la proyección de una circunferencia sobre 
un plano es una elipse cuyo eje mayor es la proyección del diámetro 
de la circunferencia paralelo al plano de proyección y cuyo eje menor 
es la proyección del diámetro perpendicular al primero. 

Consideremos entonces corno rebatido sobre Jt 2 el plano dado a. 
El centro O estará en (O) y la circunferencia de radio r aparecerá en 
verdadera magnitud. 

Hagamos ahora el reí ova miento. 
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Da proyección vertical de la circunferencia es el segmento 
de la traza a 2 , igual al diámetro de la circunferencia. 

El d i áme tro (A) (B) se pro ye cta hori zonta 1 m en te en en 

tamaño real. Da el eje mayor de la elipse. 

El diámetro (C) (/)), perpendicular al anterior, da el eje menor 
Ci D t de la elipse. 

Ün punto cualquiera (P) de la circunferencia rebatida tiene sus 
proyecciones en P { y / J 2 . 

§ 52. APLICACIONES 

1* — Encontrar la verdadera magnitud de un segmento de recta 
dado por las proyecciones de sus extremos (fig. 251). 



Fig, 251 


Hallada la traza horizontal (// ]? HA) de la recta que contiene el 
segmento se hace pasar por ella la traza horizontal ai de un plano 
cualquiera que contiene al s egment o. Hecho el rebatimiento sobre el 
plano horizontal se obtiene verdadera magnitud del segmen¬ 

to considerado. 
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2. — Tratándose de un segmento aislado puede hallara su ver¬ 
dadera magnitud mediante un procedimiento más simple. Consiste en 
rebatir el segmento haciéndolo girar alrededor de una de las trazas 
de uno de sus planos proyectantes. 



Fig. 252 


Si entonces so rebate sobre el plano horizontal (fig. 252), basta 
construir sobre Á±B X el trapecio A ± Bj (B)(A). 

Si se rebate sobre el plano vertical, basta construir, en cambio, 
sobre A 2 B 2 (fig. 253) el trapecio A 2 B 2 ( B) (A). 


(C>) 



Fig. 253 



ÍUWATIMIENTOS 


i 6) 

• llebnLir un triángulo dado por sus pr< .\k ü<>v -•. M i , 

Soa zLZUV) el triángulo, So drt-imina !,i í n/a a¡ 

del plano que lo contieno, para lo cual basto unir las Li\j/^ kori/.on- 
talos de dos lados del triángulo. Los tros vertían pueden ser rebutidos 
entonces sucesivamente empleando el método genera! indicado en 1, 
es decir, construyendo pura cada uno el conocido triángulo rectángulo. 
En la figura procedimos así solamente para el vértice C. Para el 



FíG. 254 


pinto A liemos pensado, como ya lo hiciéramos en 3, §48, que, como 
Ih traza // ( no se mueve durante la rotación alrededor de n u el rebatí 
miento de la recta AC se obtendrá uniendo H x con (C), y como el 
1'tinto A debe situarse sobre la perpendicular trazada por A x a la traza 
m, la intersección (A) de esta peqjendicular y de la recta //j (C) da el 
iflmtinrionlo de A. En forma análoga se ha procedido para el punto B. 
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4. — Rebatido un plano cualquiera, hallar la posición de una 
figura contenida en él. 

Sean (ai, « 2 ) el plano y el cuadrilátero (AjZhCiDi, AJí 2 CJh) 
la figura. Queremos rebatir” sobre el plano horizontal, por ejemplo. 
El eje de rotación será la traza o.! (fig. 255). El rebatimicnto de la 
figura ABCD puede ser obtenido, naturalmente, empleando el método 
general, o bien como en el ejercicio anterior. E 11 la figura el punto 
(A) fué hallado considerando la horizontal (V 1 A 1 , V 2 A 2 ) del plano a. 



Fig. 255 


Esta recta se sitúa, una vez hecho el rehatirniento, según h 
paralela por (E) a la traza « 1 . Su intersección con la perpendicuU 
por A, al eje de rotación fija el rebatimiento (A) del vértice A. I " 
igual forma podría procederse para los demás vértices. No lo hicini" 
así en la figura, liemos utilizado el método seguido en el ejorcic 1 ■ 
anterior. Así, para el punto I) liemos unido la traza horizontal de í' 
recta Afí con (A), y entonces la perpendicular por D , al eje «, detn 
minó (/)). 



rebatimientos 


171 


I JÍ1 rigura { zl) (B) (C) {D) da la verdadera magnitud del cuadri¬ 
látero considerado. 

5. Hallar la verdadera magnitud de la sección producida en un 
prisma recto por un plano cualquiera (fig. 256). 



Se determinan primero las proyecciones de la sección. La hori- 
"intal rijZ^CjD! coincide evidentemente con la proyección horizontal 
prisma. La proyección vertical se obtiene aplicando el procedi- 
■'ilento indicado en 12, § 30. Se hace después el rebatimiento. 

6-Hallar la verdadera magnitud de cada una de las faldas 

'"I fecho cuya planta y elevación se dan en la figura 257. 
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Rebatiremos cada falda sobre el plano horizontal BCKF. El robo 
timiento de la falda ABC se obtiene haciéndola girar alrededor de B X C 
Como la altura MA del triángulo ABC aparece seg ún su verdadero 
magnitud en M¡A 2 , basta llevar este segmento en Mj(A). 



Fio. 257 


Para la falda BADF se ha hecho el rebatimiento del punto / 
utilizando como eje de rotación FiBt. 



Fig. 258 


El segmento QP -- ÍQ¡.P 


7 . — Hallar la distancia de un 
punto a un plano. 

Sea un plano a y un punto 
situado fuera de él (fig. 258). 

Si desde P conducimos la per 
pendicular al plano y Q_es el p" 
de esta perpendicular, QP será l> 
distancia del punto al plano. 

Supongamos entonces un pin 
no dado por dos rectas paralelas " 
y b (fig. 259) y un punto extern« 
P Empleando el procedimiento in 
dicado en 2, § 35, tracemos des.l. 
P la perpendicular p al plano 1 
determinemos su pie Q. 
qTP-,) es la distancia pedida. P." • 




REBATIM1ENTOS 


I / i 


L 


T 


FiG. 259 



hallar su verdadera magnitud basta rebatir girando alrededor de Qi/V 
En la figura 260 ha sido resuelto el mismo problema para un 
plano a dado mediante sus trazas. 

8--—Hallar la verdadera magnitud del ángulo formado por dos 
metas. 
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Se líbate el plano del ángulo alrededor de una de sus trazas., la 
horizontal, por ejemplo. En las figuras 261 y 262 se dan las solu¬ 
ciones espacial y descriptiva. 



Fig. 260 


Las rectas dadas son rr-= (r 1:> r *>) y s— (si. s, ¿)\ sus trazas hoi i 
zonta les son (R u R.) y (S l? SV). Al rebatir alrededor de la traza U 
los puntos Ri y Si no se mueven; el punió (Oi, Oo) es rebatido ein 
pié ando el método general, líl ángulo fíi(0)S\ es el ángulo peduln 

9. —Hallar la verdadero magnilud del ángulo formado por de'. 

planos cualesquiera. ,. 

Se sabe que si se corta un diedro mediante un plano perpencun 
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lar a la arista, se obtiene un ángulo plano (sección normal), cuya 
medida es la medida del diedro. Se sabe también ijue los lados del 
ángulo son perpendiculares a la arista del diedro. 

Sean entonces a y 0 los planos dados y MN su intersección 
(fig. 263). Cortemos el diedro formado, mediante el plano y, per¬ 
pendicular a MN. 



La traza horizontal y x del plano sector es perpendicular a la 
proyección horizontal M X Ñ\ de MN (2 del § 36), y las intersecciones 
VA y VB de y con a y (3 forman el ángulo pedido. Por otra parte,_el 
segmento CV es perpendicular a la recta MN y también a la base AB 
del triángulo AVB. En efecto, como MN es perpendicular al plano 
del triángulo 'AVB, lo es a CV, y como AB es perpendicular a MN U 
lo es al plano proyectante NN r M y, en consecuencia, a CV. El seg 
mentó CV resulta, de acuerdo con el último resultado, altura del 
triángulo AVB. 

Veamos ahora cómo se procede en la figura descriptiva pare 
hallar el ángulo pedido. 

Los planos dados son (fig. 264): (ai, a*) y (Pi^fe). 

La proyección horizontal de la intersección, única utilizada, es 
AfiTVx. La traza horizontal del plano perpendicular a esta recta es yi 
perpendicular a Mi Vi- Los vértices en la base del triángulo AVB son 
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Ai y A’,. Desconocemos el tercer vértice. al que ) latí lavemos ( V) . Rc> 
balido d. triángulo N.¿N¡M X del espacio resulta el triángulo (N)Ñ } M U 
y ento nces la posición del segmento CV de la figura espacial será 
L\(V)' perpendicular a (/V)M, Se tiene así la verdadera magnitud 
de la altura del triángulo AVE, cuyo rehatiniiento sobre el plano 



horizontal, gi rando alrededor de yt? 05 ahora posible. Basta llevar 

el segmento C,(V)' en Cj(V). El ángulo 0 da entonces la veeda 
•lera magnitud del ángulo que forman los planos n y ¡j. 

10 . — Hallar el ángulo que forman dos faldas de un techo 
(fig. 265). 

Las fald as c onsideradas son Q1WN y PMN. Su intersección os 
«I segmento MN. Tracemos la recta y, perpendicular a Mi/V,. Re 
balido N en (iV) se obtiene en ó/ ; ( /V ) la verdadera magnitud de 
l« intersección ó I V de los dos planos. Tracemos ahora desde Ci la 

(«rpendicular a M,(/V) y marquemos C t (V) = C¡JVY. El ángulo 
Ituscado es Ai{V)B v 
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11. — En la aplicación anterior el ángulo considerado es sa¬ 
liente (lima tesa). Determinaremos ahora la verdadera magnitud 
del ángulo entrante (lima hoya) que forman dos faldas de un techo 
(figs. 266 y 267). 


n? 



Fio. 265 


El procedimiento empleado es igual al del caso anterior, con la 
única diferencia de considerar el plano horizontal de las cumbreras 
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Ejkrcicio 70 

71. Hallar la distara ia entre dos rectas paralelas. 

72. Encontrar el rebatimiento sobre el plano vertical de un r-'lig’-i-.- siteancr 
en un plano dado. 

73. Repiesentar un cuadrado de 3 cm da lado, situado en el daño a F - 

sabiendo que tiene d<'s de sus vértices sobre la retía ¡v di 1 jden-.y 



Kj «unció 73 


74. Dada una recta r (r } , r 2 ) trazarle una paralela a 3 cm de distancia. 

75. Rebatir sobre el plano horizontal una frontal de un plano dado 




REBATI Mí ENTOS 


76. Encontrar las proyecciones de 
i a circunferencia inscripta en el 
triángulo indicado en Ja figura. 



77. Determinar el ángulo que foiiin,n dos rectas concurrentes, 

78. Determinar el ángulo que forman los planos ABD y ACD. 



Errjí'.ano 78 


Hl. Hallar la distancia entre dos planos paralelos. 

NO. A una distancia dada d conducir un plano paralelo a un plano 


Capítulo X 

POLIEDROS 



§53. DEFINICIONES 

1. — Recordemos algunas nociones de Geometría Elemental. So 
diré que dos polígonos son consecutivos cuando tienen un lado común 
y no pertenecen a un mismo plano. 

Llámase superficie poliédrica aquella que está formada por vario- 
polígonos consecutivos. Estos son las caras de la superficie.. 

Los vértices y los lados de las caras se denominan vértices y 
aristas de la superficie poliédrica. Los diedros comprendidos entre Ju¬ 
píanos de dos caras consecutivas son los diedros de la superficie po 
liédrica. 

Una superficie poliédrica se dice convexa si, con respecto al plano 
de cada una de sus caras, ella yace toda de un mismo lado. En caso 
contrario es cóncava. En los cursos de Geometría. Elemental se e^tu 
dian solamente las superficies poliédricas convexas. 

Si en una superficie poliédrica existe alguna arista que no sea 
común a dos caras, la superficie es llamada abierta ; en caso contrario 
es cerrada. 

Una superficie poliédrica cerrada divide el espacio en dos partes 
una limitada, encerrada por la superficie; la otra ilimitada. 

Se da el nombre de poliedro a la parte del espacio encerrada por 
una superficie poliédrica (cerrada). 

Un poliedro se dice tetraedro , pentaedro , exaedro , . . según q\w 
el número de sus caras sea 4, 5, 6, v . 

Indicando con c, v y a, respectivamente, los números de caras, 
vértices y aristas de un poliedro, se demuestra (teorema de Euler) que 

c + v = a + 2. 

La superficie de un poliedro puede recortarse a lo largo de varía 1 , 
aristas, de modo que al extenderlo sobre un plano no se superpongan 
dos porciones de dicha superficie. 

Una recta encuentra la superficie de un poliedro convexo, a 1" 
más. en dos puntos. 

2. — Entre los poliedros, se estudian en la Geometría Elementa! 
el prisma. la pirámide y los poliedros regulares , 

El prisma es un diedro que tiene dos caras iguales y paralela 1 
llamadas bases ; las otras caras (caras laterales) son paralelograiw- 
Las bases son polígonos cualesquiera. 
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J .a HEl;mua niIré los planos <lr la: - • .Un,^ ¡1 j tl , -/.m:,; 

del prisma. 

Un prisma es /v’cío si las caras laterales son peí jhmjkI irulares a las 
bases; en caso contrario es oblicuo (fio. 268). 



prisma recho rectangular prisma oblicuo exagonal 

Fio. 268 

En el prisma recto las caras laterales son rectángulos y la altura 
*»» igual a una cualquiera de las aristas laterales. 

Un prisma es triangular si sus bases son triángulos; cuadrangular 
«i las bases son cuadrángulos, etc. 

El paralelepípedo es un prisma cuyas bases (y caras paralelas) son 
jwiralelogramos. El cubo es un caso particular del paralelepípedo. 



pirámide recta rectangular pirámide ddtcua excxjonal 


Fio, 269 
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3- — La pirámide es el poliedro que tiene como una de .sus tara* 
un polígono cualquiera llamado base., las otras caras son triángulos 
que tienen un vértice común llamado vértice de la pirámide (fig. 269). 

La distancia del vértice al plano de la base es la altura de la 
pirámide. 

Una pirámide es recta (e impropiamente regular) cuando la base 
es un polígono regular y el vértice se encuentra sobre la normal a 
la base por su centro. 

4. — Los poliedros regulares son sólidos en los cuales las caras 
son polígonos regulares iguales y todos los ángulos diedros son tam¬ 
bién iguales. 

De la misma definición resulta que los poliedros regulares no 
pueden ser muchos. En total son cinco (fig. 270). 

El nombre de cada uno deriva del número de caras que posee: 



tetraedro 



cubo o exaedro 



Fig. 270 



POUEDROS 
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el tctífiédro tiene Ctiatm r.i i< i ;. i ad t una os un tiiánguT Opaitáíe • 
el cubo o cxaodro licué sel*' taras cuadradas; e] octaedro tiene como 
caras ocho triángulos equiláteros; ei dodecaedro tinte romo varos dooi 
•pentágonos; el icosaedro tiene coj no caras veinte triángulos equiláteros 

Exceptuado el cubo, los otros poliedros regulares son de escasa 
importancia práctica para el técnico mecánico y constructor. Tienen, 
en cambio, singular importancia en el estudio de la cristalografía. 

A 54. REPRESENTACION DE POUEDROS 

1*—-La representación de un poliedro cualquiera se obtiene cons¬ 
truyendo las proyecciones de sus distintos vértices y aristas. 

Tratándose de poliedros convexos es claro que, imaginado un 
observador en el primer diedro y a una distancia infinita del plano 
jti, mirando en la dirección de Jas proyectantes normales a n u verá 
que algunas arista del poliedro dividen la parte visible de éste de la 
invisible, formando un polígono plano o alabeado que constituye e) 
contorno aparente con respecto a :i\ del poliedro dado. La proyección 
sobre rr, de este polígono es el contorno aparente del poliedro sobre el 
plañe» hot izonf/tf. L1 < mué!ve inda la proyección horizontal del polie¬ 
dro 'le- TI 
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Del mismo rnodo, imaginado el observador delante dol plano :i, 
y a una distancia infinita, mirando en la dirección de las proyectantes 
normales a verá también como límite del poliedro un cierto pu 
lígono plano o alabeado, contorno aparente con respecto a nu, cuya 
proyección sobre Jts es el contorno aparente } sobre el plano vertical, 
del poliedro dado. 

2. — Para distinguir en la representación las aristas visibles d<‘ 
las invisibles tendremos en cuenta las reglas siguientes: 
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/i) Sobre rada plana de prnyi t( ión. el t '**t a a. ( >s rntc- 

ramen te risible y no se puede pasar de un punió nstide ,/ y ro irn dsibb 
sin pasar por el contorno a fiaren! e. 

b) Las aristas que concurren a un mismo tér/ire nnenio a! con¬ 
torno aparente son todas risibles o todas i mi sí bles. 

c) Si dos aristas se cruzan en el interior del contorno aparente 
sobre uno d,e los planos de proyn ción sin que se i'ni i .7/ en el espacio, 
una es visible 5 otra invisible . 

En efecto, la recta proyectante del punto de i 111 «n sección corta la 
superficie del poliedro en dos puntos pertenecientes a las dos aristas 
consideradas, y uno solo de ellos es visible: el de mayor cota si se 
trata de proyecciones horizontales, el de mayor alejamiento si se 
trata de proyecciones verticales. Es éste el criterio va aplicado en 2 do 
¡5 31 y 2 de §32. 

3*- la figura 272 da la representación de m¡ letraedm. 10 c«»p- 
lomo aparente sobro el plano horizontal es A^B^C\Vi\ solee el phuw 
vertical es 

D f la- dos aristeis cuyas j \royv.cciono s V-¡B\ y /l/' ; o t : 1 a o 
dentro d«d mnlonm aparente sobre el plano horizontal. tur, >c:.i 
visibles otra invisible. Y como la proyectante que delcrmnm P x en¬ 
cuentra primero A/S¿ y después V 2 Bo, la proyección Ad\ será in¬ 
visible y la 1 / iB ] visible. 

En forma análoga, do las dos aristas AB y VC, cuyas proyeccio¬ 
nes verticales se encuentran dentro del contorno aparente respectivo en 
W 2 , es visible sobre el piano la proyección V 2 C 2 e invisible la A 2 B 2 . 

6 55. SECCIONES PLANEAS DE SOLIDOS 

1 * Imaginemos un sólido cualquiera. Colocado sobre el plano 
horizmilal (fig. 273), cortémoslo con una sierra mantenida constante- 
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meante en su plano; el corte liecho constituye una sección plana del 
sólido. 

El plano que pasa por el corte, plano de la sierra, es el plano 
secante que determina la sección. 

La linea mixta del corte puede, naturalmente, ser proyectada 
sobre cada uno de los planos de proyección. En este caso particular su 
proyección horizontal está sobre la traza del plano secante; la vertical 
es dada, en cambio, por una linea mixta que limita la sección pro 
ducida. 

2. — En dibujos arquitectónicos, en dibujos de muebles, de ele¬ 
mentos de máquinas u otros es necesario recurrir frecuentemente a 
secciones planas con el objeto de ver ciertos detalles o perfiles o hi 
disposición interna de las partes del cuerpo representado, y que, es¬ 
otro modo, no serian visibles. 

3. — Si el plano secante tiene mía posición cualquiera con res 
poeto a los planos de proyección, la sección será, es claro, siempre 
plana, pero sus proyecciones ya no darán la verdadera magnitud del 
corte. Para obtenerla será necesario recurrir a cambios de planos dr 
proyección, rotaciones o rebatimientos. De cualquier modo, se cmn 
prende que en todos los casos los sólidos a seccionar deben ser oda 
cados, con respecto a los jálanos de proyección, en posiciones que 
exijan la menor cantidad posible de construcciones auxiliar'-' A ó. el 
arquitecto dibujará la fachada de un edificio paralelamente al plana 
vertical y el mecánico colocará la pieza de una máquina con una dr 
sus caras, o si es posible dos, paralela a los planos de proyección. <!r 
modo que resulte fácil la obtención de las medidas reales. 

4. — En capítulos anteriores, incidentalmente, hemos n-nivsen 
tado algunas secciones sencillas de sólidos. Estudiaremos altero en 
forma más completa, cuanto concierne a esta importante a pitear.ón 
de la Geometría Descriptiva , prescindiendo, empero, de aquellos caso-, 
que no tienen una real importancia práctica para técnicos y dibujante. 

Para construir las proyecciones de la sección producida en un 
poliedro por un plano a puede pensarse: 

í° Que los vértices de la sección son los puntos de intersección 
de las aristas del poliedro con el plano a. 

2- Que los lados de la sección son las intersecciones de las car<r 
del poliedro con el plano a. 

Resultan así dos procedimientos que nos vuelven a conducir a 1<>- 
prublemas conocidos de intersección de una recta y un plano o intci 
sección de dos planos. 

Sí a es perpendicular a uno de los planos de proyección, la sección 
es obtenida, como veremos pronto, con toda facilidad. Si a no es per 
pfjidioiibir ,i ninguno de los planos de proyección, se puede cambín■ 
une d«. de mudo que resulte perpendicular al plano a; se opein 

después como en el caso anterior. 



FOUEDRi )S 


ÍW 
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r - Uíja recta r atraviesa un poliedro encuentra Ja su per 

* iae P o] lírica correspondí en Le en dos punios. Para determinarlos se 
hace pasar por la recta r 


un plano cualquiera a 
(fig. 274) y se halla la 
intersección de u con la 
superficie poliédrica. 1 .o s 
puntos P y Q, comunes a 
la intersección hallada y 
a la recta r, son los pun¬ 
tos pedidos. 

Es éste el método 
genera! 

2 <. I ( i j í ¡os c a Sos 
práctico, particulares es 
ninveniente elegir el pla¬ 
no a do modo que la see 
cióu puedo Si-r o! j tenida 
con facilidad En gene 
r¡d, se elige el plano que 
| >r< >y< ■ (• L.t 1 1 < ív izo u t < 1 1 1 no n ? e 
o ver tica hnente la recta 
linda (fi g. 275). En el 



Fig. 274 


• USO da prisma se emplea también el plano determinado por r y por 
J" paralela por un punto de r a las aristas del prisma. En el caso de 
lu pirámide usase a menudo el plano individualizado por la recia r 
V id vórtice del sólido. 



* Fie. 275 4 




Capítulo XI 

HOMOLOGÍA PLANA 


§57. DEFINICIONES Y PROPIEDADES 

1. — Dados dos segmentos orientados de una misma recta, AC y 
CB, la razón 

’cTf 

sera positiva o nogal ivn según cjue ( sea interior o exterior al sr.g 
mentó AB (fig. 276). 

i c b ¿ B c 


Fio. . 17 6 


Si el punto C recorre toda la recta /IB, la razón -— 'varia ' :í >1 1 s 

tanteinente, pasando por todos los valores comprendidos entre — » 
y + oo. 


2.— Si sobre la recta /IB (fig. 277) se toma un punto C tal qu<- 



y otro punto D tal que 

AD s 



Fio 277 
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ol córtenle de esL is do.- ii\y- 


AC AD 


recibe el nombre de razón doble a ariannónien de lus cuatro plintos 
A,fí,C,D. Se indica así: 


(AH CU). 

3.—Sean en un piano un punió íiio O v una recta fija :r ( H • 
gura 2/8). A cada piuito arbitrara» A del plano hagamos corresponder 



"tro punto A f situado sobre la recta O A, y de tal modo que sí M es 
°I punto de intersección de OA con x, la razón anarmónica . )AMA r ) 
«<n una constante k. 

Itstí» corresj>ondencía entre punios del plano se llama homnh>< r ia 
nluna; el punto O es el centro de homología y ] ;J recta x es el eje de 
limnología; puntos tales como A y A' so llaman hora (Mogos. 

Cuando ol punto A describe una figura (F) el punto A f describe 
uim figura (/''); se dice que (F) y (F') son figuras horn.nl ógi cas, 

4. — Sea A' un punto «ñaiqui' ra de r: ¡a reata li.-moa-gu de AVI 
M41 NA'. En efecto, se demuestra que cu.unió i uaiju rayo-, i de$ cuino 
NO, NA, NM , NA', que pasan por un punto N\ corlan una recta 
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cualquiera, O A, por ejemplo, en cuatro puntos, O, A , M, A\ la razón 
anarmónica de los cuatro rayos (*) es igual a la de los cuatro puntos. 



Entonces, si B' es el punto de intersección de OB con NA, s<- 
lcndri (OBPB") = (OAMA'), 

“ deCÍr ' ( OBPB ') = k, 

y el punto B' será por definición el homólogo de B. 


(*) Razón anarmornOü 

t A 

'(a :rnti l , v , ' 


de cuatro rayos a , £>, c > d que se cortan en un punto <K 


,,.1 A .,'. A 

: a>jl (/•/,(!) 

A ‘ A 

sen (c , b) sen (d , 
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V <im pitra oíros puntos; C y ( \ i) y /, y ( . U: _ 

Ne ve que .si dos figuras wm homológhus. s<! verifica: 

l 9 A cada punto y cada reda de una de ellas corresponden un 
punto y una reda de la otra. 

l as rectas <l ue uncn Pares de puntos homólogos pasan por 
un mismo punto, que es el centro de homología. 

,CI ' ' S , ' n ^" s curvas l homologas se cortan sobre una 
recta lija, que es ei eje de homología. 

5.--- Rom illa entonces que si se conocen (F), O y x y un par de 
¡-unios homologas, corno /I y A\ por ejemplo, es fácil determinar todos 
ns demás ole moni os de (í')- ]>nos si B es un punto cualquiera de (F), 
se tendrá su homólogo ÍV en la intersección de NA' con el rayo de 
nomología OB. 

, . •lidiemos, (íi-r cj*-Jnjrtu, j.i figura homológica del cuadrilátero 

Ahí I). siendo O el centro de homo logia, x el eje y A' el homólogo del 
vértice (fio. 2?i)). J J b 

\ Á. i-ojiiol. ;gn do B debe cst ir sobre la recta OB . Por otra parto 
SJ 1 í [ (!l - emaionin» de L\ recta AB con el eje x, por P debe 

f )<<s,u hnnhion la recta, que uno A 1 con el punto buscado TV. Este 
oslara m,tonto . u ia ínter í'cmh» de OB con A f P, Para hallar C he 
inos utilizado la homología ya encontrada de los puntos B y B y 
Mazado e) rayo de homología (X\ el punto C* es la intersección de 
r:.ic v;»y<> con la roda QB\ Y así los demás. El cuadrilátero A’B'Ciy 
la figura homológica do /I fi( V.» 

rroyeooones sojbke r >:< plano de los puntos de 

(N I'HVLSM’CION PE L\ II.A/ DE RECTAS CON DOS PLANOS 

COALESQl IERA 

1* Oo itu haz de redas que jheau jior el punto O (fig. 280) 
i unsiderciuos dos cualesquiera* í<j>. redas <t y b , por ejemplo. 

Consideremos. ademas* dos phirius .ríanles, a y p, y un plain» de 
proyección, yr T . 

Llamemos (/') el conjunto de punios doler minados al cortav 
luz mediante el plano a y (b') «•} tlnVtmiimilo al cortarlo mediante 
«‘I plano ja, \ llamemos (B\í la pro\«•< i n'm do \/> ) sobredi y \F\ ) h. 
de (B') laminen sobre Jti. 

l.,as recias a y b propon donan <h. [■mili A y B. de ( B '), y dos 
puntos, A y B' de (B f ). Las pmyeo mor /I, y A\ de A y A' estarán 
«obre la proyección m de a: las B t \ H\ de B y fV estarán sobre Ja 
proyección b { de b. 

n ÍCÍ tn ‘ S y A f B f son copiarían •>; concurren, pues, a un punte 

/ de la intersección x de los planos n y |T en los cuales están situadas. 

La Proyección P\ de P oslara en loncos en la proyección Xt de z, 
y a ese punto P, concurren las proyecciones AJu y A\B\ 
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Se ve así que dos puntos correspondientes como A¡ y A\ o B¡ 
y B[ de las figuras (Fi) y (F'), están sobre rectas que concurren 
a un punto fijo O u y dos rectas correspondientes de ambas figuras 
concurren a un punto de la recta X\. 

Las figuras (Fi) y (F') son, pues, homológicas. 



El centro de homología es la proyección del vértice del haz y el 
eje de homología es la proyección de la intersección de los dos planos 
secantes (*). 


(• ) Para eslui dentro do las unaUoi ísticas de este libro, liemos supuesto <>■ 
togonai la proyección sobre el plano n v F-l mismo teorema puede ser demostrad., 
para un centro de proyección situado a distancio finita. 



uoMor.oniA plana 


1!J¿S 

Ih Komi! 1,1 entonci ■; ipie i i * = t í ss<! ■ -i ¡ u n■■ la-, jvr.las del lia/. 'lino 
aristas do una pirámide, la-. figura^ (/■'; y i /’' ; so vuelven dr m v c 
dones planas do la pirámide. 

En consecuencia: 

l 9 í/ry proyecciones sobre un plano de dos secciones planas de 
una pirámide son homolotacas. El centro do homología es la 
proyección del vértice de la pirámide; el eje de homología es 
Ja proyección de la intersección de los dos planos secantes. 


V 



Uno de los planos smuile'. puede ser uno de los pianos 
de proyección; se tendría aá una relación de homología entre 
la proyección de una sección malquiera y la traza sobre ese 
plano de proyección de la superficie de la pirámide. Ks lo¬ 
que ocurre en la figura 281. 

Las figuras A\B\C\ (proyección de una sección) y A\B x Cx 
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(traza) son homología! s. El punto T 7 i es el. centro cíe hoiuoIogL, 
traza ai del plano a es el eje de homología. 

La figura 282 da la representación de las figuras /MhCi y 

A[B[C V 

2^ Las proyecciones sobre un plano de: dos secciones planas de 
una superficie cónica son figuras Pomológicas. El nnim de 
homología es la proyección cid vértice de! con.»; el e|< de le. 
mología es la proyección de la intersección de los dos planos 

secan íes. 


V( 



Como en el caso de la pirámide, uno de los plan*, 
secantes puede ser el propio plano de proyección. Serán, •- 
consecuencia, figuras homnlógicns, la traza sobre un plano <1, 
proyección de una superficie cónica y la proyección so», 
ese mismo plano de la sección producida por otro plano 
<;mle cualquiera. 
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§59. AFINIDAD 


h Un caso particular de la homología es aquél en el cual el 
centro de homología es un punto alejado hasta el infinito en una di¬ 
rección dada d. Recibe el nombre de afinidad. 


Dos puntos homólogos cuales¬ 
quiera, llamados ahora pimíos afi- 
nes, A y A\ por ejemplo (fig. 283) 
se encuentran sobro una recta pa¬ 
ralela a d. 

Sea B otro jjunto cualquiera 
de la figura (F) a la cual perte¬ 
nece A. y IV su punto afín en la 
figura (F f ). 

Se liona 


gir PÁ* 
gü Va 

de donde 


k (comíanle), 


QIV QB k 

Midiendo, pues, las ordenadas 
d(‘ los puntos de las dos figuras a 
partir del eje de afinidad x y para¬ 
lelamente a ia dirección de afini 
dad d. las ordenadas de (F f ) se ob 
tienen multiplicando las de (F) por 
urt número constante k. 



Se dice que las figuras (F) v (F') son nfrnr\ 

Es í<iül comprender que si dos figuras son afines,, a rectas para 
cls ima de ellas corresponden recias también paralelas de la ¡«tía 


2. Ha tiernos, por ejemplo, la figura afín del ciiíidrifámn» AlV'D 
í(, K siendo x el eje do afinida A d la dirección <l> afinidad y -!' 

i'l [mnto afín de A. 


El pumo D debe estar sobre la paralela por D n la dire. rubí de 
*'1 ""dad. Por otra parte, las rectas AD y A'D f deben concurrir a un 
tn|,||in punto,. P en este caso, del eje x El punto D 1 común a la pa- 
miela por I) a la dirección d y a la rocla/l'P, es el afin del vértice D. 


I .na obtener ( m» lia pr<»cedido en hi misma fnmia. trazando primero 
f' l'-iralela a la dirección d por C y luego la roda D'O El punto de 
mlor eccinn es el punto pedido. 


V así pura [os oíros, 
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3._Cuando la dirección di* iiíiiiidafj o. p< ¡ ¡n *‘-.-a m-n 

afinidad es distinguida con el nombro de afinidad ¡o^-nn. 
ble importancia en Geometría Descriptiva. 


4 . — Volvamos a considerar el teorema dado en 1 de» l';"‘ ; hy“« 
anterior. Como caso particular puede ocurrir que el vertía- i *1H > y 
de rectas se haya fugado al infinito siguiendo una din-rc»,» ,t. •< 



rayos del haz se vuelvan pat 
entre las proyecciones (F t ) 
relación de afinidad, siendo 


'alelos a d. v ' se comprende entonces qu* 
y íh'\) de las dos secciones existirá una 
Tl i I Vje de afinidad y d la dirección 


afinidad (fig. 285). 


5._Resulta entonces qm ri onsaieianv 

aristas de un prisma, l<c- figuras [f ; y \l ¡ 
planas de la superficie prismática. 

En consecuencia: 


las rectas del ha/. 
> vuelven dos 


¡i itip 
■ i ' i j i ■ 
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/. y /' /.</iyycccttjtics sobre in, plan-i ¿Ir dos a< v (iones planas de 
una superficie pnsruálu a son afines, Kl eje do ai nudad es ]h 
prospección de ía inlerseccicm de los dos planos secantes. La 
dirección es dada por la dirección da be aristas. Uno de los 



tic. 285 


planos secantes puede ser el propio plano de proyección 
(>i o jt*); se tendría así una relación de afinidad entre la 
proyección de una sección cualquiera de la superficie pris¬ 
mática y la traza de ésta sobre el plano de proyección con 
siderado. Es lo que muestra la figura 28b. 
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o° Tais proyecciones sobre uti plano de dos s, ■ '>e¡it's tds-io •••< 
t/m superficie cilindrica son figuras afines. El eje. de -■ 11 • il 
dad es la proyección sobre el plano de la intersección de b>s 
dos ]danos secantes. I a dirección es dada por la dirección 
de las generatrices. 

En particular, son afines la traza de una superfino < nni- 
drica sobro uno de los planos de proyección y la proyección 
sobre ese plano de una se. < ion cualquiera de la .-uperlc i« 



(j. .. si .1 lee.Uir \ 11 * i \ • e leer • iimuerii-. i 'ie 1S y 1 de ' 
pne.l.' coiislatai tV.eilmenle <|ue. sm decirlo. se ba hecho una operación 
de afinidad. En electo. refiriéndole'- a la figura dvl, <|ue aquí cepi- 
dticiniO' i-i.ino figura •'*?. le- pan-, de puntos (A) y A,. (B i V ¡o ' 
<C) v (\ oslan '.obre n-< la- p..laEla- uinim.ily a «,!- y recias rom- 
pondienles. corno (<\ 11 ( l y A<( i- ,! • : fi \ y* S>\ y {A)(L) y AJe 
concurren o un imimíiíi punto <lc 

En consecuencia: la proyección tetn-jona! de ana figura ¡dañe ■ 
su rtrbatimiento ¡obra el <:orrrspoit/li¡ntc plan» de proyección s»n hr.' 
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ría 

('■' H . 
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en ocia; <•] ditiu 
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Cutí 
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Se l mzan 1 u(-go Ios diám e t n>s pt ■ rpo n d i cu 1;n\ j > (5 ) (6) y (7 ) ( 8) 
que determinan los ejes de le elipse, pro\ e< non veilical de ín circ.un- 
lerencia. VA diño iei.ro corrí yvoide a la linea de pendiente con 

respecto ai plano \erliral del [dañe de ].. i.irnmít re ueia; el diámetro 
(7) (8) coi'responde a Ja frontal por O de ese plano. 

A lus ejes >/>., y 7j8o de la proyección vert ic al corresponden los 
diámetros conjugados ogái y 7 x 8j de la elipse proyección horizontal. de 
la circunferencia. 

íes fácil notar que las tangen les en punte- afines (7) y 7 X , poi 
njemplo, de la civcimforencia y de la proyección horizontal, son tam- 
bien rectas afines, rifas concurren a u.■ mismo punto J\ del eje a T 
de nlnudarh y u punios < orresp-aidi < aún . • 1 1»i o recias perpen- 
al en- 
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P I R A M 11) E S 


§ 60. REPRESENTACION 

1._Una pirámide cualquiera resulta individualizada si se dan 

las proyecciones de la base y del vértice. 

Para completar la representación basta unir, en cada proyección. 
el vértice del sólido con cada vértice do la base (fíg. 289 j. 

2*_Propongámonos, como problema, r< presen lar una pirám.nl»* 



Fie* 2R0 
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fio la * nal ' .■ '-.n.i.vn ía hase /1/íC y las mr, arr.i,, ) t . i = ,,. K .di 7 , /p“ 

y CT (lifr 290). 

15 na indi vid nalizar la pirámide deber nos Judiar n vértice V. 
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Construyamos sobre el plano x } e] rcbatin liento cíe Ja car.; AVfí 
basta construir el triángulo A 1 (V)B i, del cual conócense los tres latios. 
Construyamos en la misma forma el rebatimiento de la cara BVC 
Si imaginamos relevados los planos AVB y BVC, el vértice V 
tendrá su proyección horizontal en la intersección \\ de las perpen¬ 
diculares por ( V ) y ( V') a las rectas y B X C U respectivamente. 

Para hallar V 2 se recurre al conocido triángulo rectángulo 
VjQB (1 de §48), del cual conocemos el cateto V 1 Q y la hipotenusa 
QR = Q(V) f . El cateto V X R da la cota del vértice V de la pirámide. 






PIRAMIDES 


tada n'odiante- un plano de cauto. Emo plan;.- pe. í. <> ;.ji m . 

(iiamo las proyecciones {üu a>) y (h h h 2 ) dr ¿, >s do si^ mías 

proyección vertical do la sección es, e\ identrruontr. e! sermón 
Lo IXF. de la recia r/o/> 2 , es decir, de la traza vertical del plano. í a 
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proyecciones verticales de sus vértices son las intersecciones D ; . E* 
y F% de la proyección vertical de la sección con las proyecciones 
verticales de las aristas. Para encontrar las proyecciones horizontales 
D u E 1 y Fx basta trazar líneas de referencia hasta las correspon¬ 
dientes proyecciones horizontales de las aristas. 

La verdadera magnitud de la sección puede ser obtenida reba¬ 
tiéndola sobre el plano vertical. 

Como las proyecciones horizontales <ix y ¿ L de las dos rectas del 
plano de canto no intervienen en la resolución del problema, puede 
prescindirse de su trazado, dibujando entonces solamente las proyec¬ 
ciones verticales a<¿ y ¿2, es decir, solamente la traza vertical a 2 de! 
plano secante. 

2. —Trátese ahora de otra pirámide VABC cortada por un plano 
cualquiera, que puede ser dado mediante un paralelogramo. como se 
hizo en el caso del prisma, o medíanle dos cualesquiera de sus recta? 
Lo daremos mediante una horizontal h y una frontal / que pasan por 
el punto M del plano (fig. 292). 

Para reducir este problema al taso anterior cambiemos e) plarm 
vertical adoptando como nueva línea de tierra IJT' perpendicular a 
la proyección h\ de la horizontal /?. La ?rueva proyección vertical dr¬ 
ía recta h es sólo mi punir.», 1 ob ¡cideule rmi i\F. La nueva p.n : 
yección vertical de la recia / es fC traza vertical del plano que y» 
es de canto. 

Dibujada la nueva proyección vertical de la pirámide se detei 
minan las proyecciones, primero y DxE^F, después, de la ser 

ción. Volviendo al primitivo plano vertical de proyección se doler 
mina, mediante líneas de referencia, D 2 EnF 2 , proyección vertical dr¬ 
ía sección. 

Su verdadera magnitud es ( D) (E) (F) , obtenida V ov rebalmúeritn 

3. — Considerando otra vez la pirámide anterior, cortémosla ilu¬ 
díante un plano cualquiera dado por sus trazas y hallemos por liorna 
logia las proyecciones do la sección (fig. 293). 

La proyección horizontal Ai Zn C\ de la base y la proyección h" 
rnnnnna de la sección son figuras homológicas. siendo V\ el centro d< 
homología y ai el eje de homología (2 de §5S), Para determinar E 
sección debíanos conocer un punto de su proyección. Hallamos en 
toncos la intersección del plano secante a con una arista, la VA, p<" 
ejemplo. Se obtiene el punto F~~ (F ¡, F 2 ). El conocimiento de /s 
permite determinar lo^ demás puntos de la proyección horizontal 
Di Ki F ! de la sección. 

Mediante líneas de referencia se encuentra fácilmente la pn> 
yección vertical D 2 E 2 F 2 . 
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4.— Dada la pirámide do la figura 294. corlarla incidíanle un 
plano de canto y desenrollar su superficie. 

La sección producida por el plano de canto se obtiene como en i 
de este mismo parágrafo* Su verdadera magnitud es (E) (F) (G) (//), 
hallada por rebatimienio sobre rc^ 



El Jeíarroll'i <f* la 'Mperfuie lateral de la pirámide lo constituyen 
los cuatro uiiijiiiuio--: VJj( , \ J J) y \\DA. Para sil trazado 

es necesario hallar primero la verdadera magnitud de las aristas. En 
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21 \ 

la figura se ha recurrido a rotaciones de roda a r i*\ a aireo.-do? del eje 
ver tic i \ que pasa por el vértice V . Así, V*>A\ ¿ es la verdadera maguí 
tud de la arista VA. El segmento VJ?/., es, en cambio, la verdadera 

magnitud de la porción VE de esa misma arista. 

I,a quebrada REGUE constituye la transformada de la sección. 

§62. INTERSECCION DE UNA RECTA Y UNA PIRAMIDE 

1- — Sea r la recta y VABC.D lo pirámide (fig. 295). 
Considérenlos como plano auxiliar el que proyecta ver ti raímente 
la recta. 


V v 

jt*í 



Fio. 295 


Corta la pirámide según el polígono (fno se proyecta horizontal 
mente en E^F^ÍyHf. Es fácil entonces determinar P¡ y Qj primero, 
P‘> y Q -2 después. 

2..-En la figura 296 hemos utilizado romo plano secante el 

determinado por la recta r y el vérf.nn V de la pi r/.rrnu. •. 

Para determinar la traza horizontal u* de reste j laño e ha hecho 
pasar por V y un punto cualquiera M de la recta r una recta auxh 
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liar 5. Unidas las trazas horizontales H 1 y H\ de estas rectas se ob- 
tnvo ai. 1:,1 contorno de la base es cortado por el plano a en los pun 
tos E y F, siendo entonces EVF la sección producida en la pirámide. 
Se determinan después los puntos P y Q pedidos. 




81 . Hallar la sección 
la figura 


82. IdenaL 
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83. Hallar la intersei ción fin la rocta r 



Ejercicio 85 




Capítulo XÜÍ 



P It I S M A S 

§63. REPRESENTACION 

E~En capitulo HI f §20, Iridiaos la representación de algu¬ 
nos prismas. Vetemos ahora el mismo asunto en forma más general. 

Un prisma cualquiera (oblicuo o recto) queda individualizado 
cuando son conocidas las proyecciones de una base y las de una arista. 

_boan iDj y A^C 2 D 2 las proyecciones de la base dada y 

A X E^ A.J,, las proyecciones de una de las aristas (fig. 297). 

Para completar la representación del prisma bastará conducir 
desdo cada una de las proyecciones de Jos dujjtifos vértices de la base 
(Inda un segmento paralelo y do longitud igiud a ja proyección homó¬ 
nima de la arista dada. Se habían 1 1 • d I. iri»; o - í )b s pi:ovocciono: do 
Itis aristas laterales. Los extremos obtenidos pava las proyecciones 
Itorizoittales y para las verticales dan loe vero < dr dos polígonos, 
/'-iÍiUj/Zí yh/cL/f, que son proyección horizontal y vertical, res¬ 
pectivamente, de la otra base del prisma 

Para establecer la visibilidad de las aristas se aplica el criterio 
ya conocido. El punto P> o (L, en que se cortan las proyecciones ver¬ 
ticales de las arisCas^ CG y AB. es proyección vertical de dos puntos, 
huo de CG , otro de AB. Sus proyecciones horizontales son Q t y P u res¬ 
pectivamente. (.orno P, oslé más alejado que Q, de la línea óa ib. rr: 

*'I punto P perteneciente a la arista ÁB es visible en proyección ver 
Hcah El punto Q de la arista CG es, en cambio, invisible Pm- e,.f. r 
i'ft/ón Cá G 2 aparece de puntos. 

_En forma análoga, la vertical por el punto de encuentro de /!, /•’, y 

fíi//]. hace ver que en proyección horizontal la arista F } es invi ibbv. 

Podemos imaginar prolongado el prisma dado hasta em mitrar el 
piano horizontal de proyección. Su intersección es la traza horizmiíal 
'W prisma; para obtenerla basta unir las trazas horizontales de las 
mistas laterales. 

Resulta así el polígono A\B\C\D\, A'JV^CZDC 

2. — Como caso particular representemos un cubo situado sofve 
un plfinn perpernlu'iilar al plano vertir,d. 

oran <i =-■•■.- (<tj, ) el plano y d un ■ urif- új igual a la ,.tvi C i 

'libo (fig. 298). 
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ii'cen en verdadera magnitud. Las proyecciones horizontales se obtie 
lien mediante líneas de referencia. 

Para determinar la vi abilidad notamos que en proyección ver¬ 
tical la ^arista CG es invisible por ser su alejamiento inferior al de la 
arista AE, que es visible. 

En la proyección horizontal puede aplicarse el criterio general ya 
conocido. Así, trazando por el punto de encuentro de Aiíh y E\Hy 






218 


D. DI PJETHO. — GEOMETRIA DESCRIPTIVA 


la perpendicular a LT 7 la proyección es encontrada ante s qu e la 

£ 2j £¿ 2 . En proyección horizontal E 1 H 1 será e nton ces vis ible y AiB\ in¬ 
visible. En forma análoga se establece que B\C X y F 1 B 1 son invisibles. 

§ 64. SECCIONES PLANAS DE PRISMAS 

1* — Trátese de un paralelepípedo colocado en una posición cual¬ 
quiera con respecto a los planos de proyección. El plano secante 
(fig. 299) es el que corresponde al para lelo gramo MNPQ , perpen¬ 
dicular a es decir, un plano de canto. 
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La proyección vertical del punto <)<> interacción del plano M-carile 
y de la arista lateral que contiene el vértice A es Ey, su proyección 
horizontal Z4 se obtiene mediante una linea de referencia. Queda así 
determinado uno de los vértices de la sección. 

, . Utilizando las otras aristas se hallan en forma análoga los otros 
vértices F, & y H del corte producido. La sección tiene, de este modo 
como proyección vertical el segmento H 2 F S , y como proyección lio- 

rw/^l crrf 31 ^ 0 ^? 10 G l H 1 . Su verdadera magnitud es 
{P) (r) (L) (rc), obtenida mediante el rebatimiento del plano secante 
sobre -tj, o mediante im cambio del ¡llano horizontal, o por afinidad. 


2. — Consideremos ahora el caso general, es decir, un paralelepí¬ 
pedo en una posición cualquiera y el plano a también en una posición 
cualquiera (ñg. 300). 

í,l plano secante es el paralelogramo MNPQ. Para reducir este 
problema al desarrollado en el número anterior cambiemos de plano 

h °^r a l’, a T tand ° COm ° nueva línea de tierra L’T perpendicular 
a K>y' ■■ r-l plano secante resultará asi perpendicular al nuevo pía 
no h«i rizón tal. Hallada la nueva proyección del paralelepípedo, asi 
come la fiel plano secante, se determinan las proyecciones E' 1 F' í G\H r 1 
y y 2 jt 2 2 la sección. Volviendo después a los planos primitivos 
de proyección es fácil determinar mediante líneas de referencia la 
proyección E 1 F 1 G 1 H t . 

La sección buscada es, pues, E 1 F 1 G J H U E^F^Hy 

Su verdadera magnitud es (E) (F) (G) (H), obtenida mediante 
un giro. 

.3. Si son conocidas las trazas del plano secante, las construc- 

c !?í! e ' necesarias para hallar la sección resultan generalmente sim¬ 
plificadas. 

Irátesc de un prisma cualquiera, dado por su base ABCD y una 

de sus aristas laterales DM (fig.301.). El plano secante de trazas 
cti y o o c$ cualquiera. 

Compl etada la representación, hallemos ]a intersección del plano a 
y la arista DM , por ejemplo. Para e sto r ecurramos al plano auxiliar 
que proyecta verticalmente la arista DM. Corta el plano a según la 

)7T ^ que ’ a su vez ’ encu ^ ntra alista DM en el punto 
Hssa= y*'* uno de los vértices de la sección. Repitiendo lo mismo 
para las otras aristas se determina sin dificultad la sección buscada. 

Para hallar su verdadera magnitud podemos rebatirla sobre el 
plano horizontal. Recordemos que la proyección de una figura sobre 
un plano y su rebatimiento sobre el mismo plano son figuras afines. 

El eje de afinidad será, en nuestro caso, la traza a f del plano secante. 

La dirrcciofíj. de afinidad es la normal al eje a,. 

Como es necesario conocer el afín de uno de los puntos de la 
lección (2 de § 59), hallemos el rebatimiento de un vértice, del F, por 



220 


D . DI P1ETRO. — GEOMETRIA DESCRIPTIVA 


ejemplo, empleando la construcción del conocido triángulo rectángulo. 
Los demás vértices del rebatimienio se hallan fácilmente por afinidad.. 
Se obtiene así la figura (E) (F) (G) (//), verdadera magnitud de la 
sección. 


Q* 



Fio. 300 
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Í'ig. 302 
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Hallando la intersección de una ansia, la que pasa por . 1 . p ¡ 
ejemplo, con a, se obtiene la proyección horizontal A[ de mi nonio d< 
la sección. Por afinidad se completa luego la figura A\ll\(\D\, pn. 
yección horizonte 1 de la sección. 

Mediante lineas de referencia resulta A'B'C'V f \ 

2 U >2 2 

§ 65. SECCION RECTA 

Cuando el plano secante es perpendicular a las aristas dol 
solido la sección plana es llamada sección recta. Ella nos proporciona, 
los ángulos de escuadría de piezas de madera o metálicas. 

Una propiedad importante de la sección recta de una superficie 
prismática es la de disponerse según una recta cuando se extiende 
sobre un plano la superficie del prisma. 

El plano secante es dado, generalmente, por medio de sus trazas, 
de modo que las construcciones resultan simplificadas. 

Hallemos entonces la sección recta del paralelepípedo horizontal 
indicado en la figura 303 . 



Después de cuanto hemos visto se encuentra inmediatamente la 
loccion pedida. Su proyección ljorr/oritnl es A jCV Ln vertical es el 
lOCtángulo A2B2C0O2* Üa verdadera magnitud de la sección recta ha 
•ido obtenida rebatiendo el plano (<n> 0-2) que la contiene. Resultó así 
ti rectángulo ( A) ( B ) (C) (D). 
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I*?! sección recta de un solido es, de todas las secciones, la de 
menor extensión. No hay, pues, más que uno sola sección recta. En 
el caso considerado el rectángulo (A)(B)(C)(D) es menor, por ejem¬ 
plo, que M-¿NhPííQ 2 , verdadera magnitud de la sección oblicua produ¬ 
cida en m prisma por un plano paralelo al plano vertical. 

2. —La figura 304 corresponde a un prisma oblicuo paralelo al 
plano vertical. El plano secante es, como en el caso anterior, perpen¬ 
dicular a las aristas de la pieza prismática. 



La construcción es tan simple que omitimos su explicación. Li 
verdadera magnitud de la sección recta es (A) (B) (C) (O). 

3. — Como variante se ha considerado en la figura 305 un pri¬ 
ma exagonal. La proyección vertical de la sección recta es el segmení" 
A¡J} 2 de la traza vertical del plano secante. Para construir la proye. 
ción horizontal se procede como en los casos anteriores. 

La verdadera magnitud de la sección recta se ha rebatido sobo- 
,-i pimío horizontal. Ei exágono obtenido es, naturalmente, menor <ju«- 
el exágono que sirve de base al prisma, verdadera magnitud de I» 
sección producida por el propio plano Jti- 
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. S' 1 se supone la superficie lateral del prisma abierta según la 

arisca que pasa por A, y por sucesivas rotaciones alrededor de las 
disitui is aristas se llevan todas las caras sobre un mismo plano para¬ 
lelo ai plano vertical, el contorno de la sección recta se dispondrá 

&' 
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según un. segmento de recia de longitud igual al perímetro de la sección 
rebatida (A) (B) (C) (D) (E) (F). El hecho de disponerse según un seg¬ 
mento de recta, cuando la superficie del prisma es extendida sobre 
un plano, constituye la propiedad más importante de la sección recta. 

Si, entonces, sobre una recta cualquiera, la traza <x», por ejem plo, 
se toman AnB — (A) (¿3), BC — (B) (C ), etc., se obtiene A^A, que 
es el desarrollo, o sea, la transformada del perímetro de la sección. 

Si se desea dibujar el desarrollo de la superficie lateral del tronco 



Fio. 306 
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superior del prisma, basta trazar por A 2> B, C, ele., las perpendicuh 
res a l segmento A~Á, de longitudes respectivamente iguales a Á 

BqH 4, C’ a /. 2 , etc. La quebrada G'IVl'J'K'L’G 1 es la transformada 
de la base superior del prisma dado. 

4. — Sea un prisma oblicuo con respecto a los dos planos de pro¬ 
yección (fig. 306). Queremos encontrar la verdadera magnitud de su 
sección recta. 

Para resolver este problema puede emplearse, naturalmente, el 
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método general indicado en 3 de § 64, determinando primero las tra¬ 
zas del plano secante perpendicular a las aristas laterales del pusma. 
No lo haremos así, sin embargo. Transformaremos el problema en 
otro análogo a los resueltos en los dos números anteriores, para lo 
cual cambiaremos el plano vertical de modo que la nueva linca de 
tierra L'T' resulte paralela a las proyecciones horizontales de las 
aristas (fig. 306). Cortando después mediante el plano (ai, «•>), per- 



nendirular a las aristas, y rebatiendo sobre el plano horizontal Jt>. 
resulta la verdadera magnitud {A){B)(C){D) de la sección recta 
Por ser innecesaria en este caso especial, no se ha dibujado I» 
proyección horizontal de la sección. 
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§ r><>. iNTKRsixrfON i)í<: una kucta con ua supkiu u n: dí; un 
PRISMA 

1. - En la figura 307 se ha considerado un prisma oblicuo y una 
recta r. 

Como plano auxiliar se ha utilizado el que proyecta r sobre el 
plano vertical. El contorno de la sección producida se proyocia hori¬ 
zontal monte en h\P\ y verticalmente en el segmento H 2 F». ÍjOS 

puntos P y Q de intersección de este contorno con la recta r son los 
puntos buscados. 

2. — En la figura 308 se ha utilizado como plano auxiliar el que 
determinan la recta r y la paralela 5 a las aristas. Su traza horizontal 
es ai. Este plano, paralelo por construcción a las aristas del prisma, 
corta a éste según el paralelogramo EFGH, que permite determinar 
los puntos P y Q pedidos. 

3. — La construcción se simplifica cuando el prisma es perpen¬ 
dicular a uno de los planos de proyección. Es lo que ocurre, por 
e¡emp!i>. en i a figura 309. 



Fig. 309 




Ejercicio 86 



87. 

88 . 


Hacer lo mismo con el prisma que se indica. 
Determinar la sección recta del prisma representad 



Ejbrcichj 88 



232 


D. DI PIETRO .— GEOMETRIA DESCRIPTIVA 


91. La base do un prisma hállase situada en el 



plano a. Su provécelen bori 
zontaI es A 1 B } Cj D s h v 
Se conocen las proyec¬ 
ciones del vértice Á de 
la otra base. 

I 9 ) Completar la repre¬ 
sentación del prisma. 

2 ff ) Hallar su sección 
recta. 

3°) Hacer el desarrollo 
de la superficie- 



Capítulo XIV 
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$67. DEFINICIONES 

1. — En los cursos de Geometría Elemental se aprendieron los 
conceptos intuitivos de punto , línea y superficie. Tratándose de super¬ 
ficies planas , las correspondientes a las caras de un cubo, por ejemplo, 
es fácil concebir sus propiedades características, aun prescindiendo del 
cuerpo que limitan. 

Además de la superficie plana, hay otras, llamadas, como aquella, 
superficies geométricas , para las cuales, prescindiendo del cuerpo que 
limitan, es posible enunciar leyes que determinan sus propiedades, 
imaginemos, por ejemplo, un disco circular que gira con rapidez alre¬ 
dedor de uno de sus diámetros tomado como eje de rotación . , Con tina 
velocidad suficientemente grande el disco parecerá, por ilusión óptica, 
una esfera. Si la circunferencia limite del disco pudiese dejar su traza 
en cada una de las infinitas posiciones próximas que ocupa, ha boa 
engendrado una superficie esférica. 


2. - - Llámase superficie geométrica el lugar de todas las posiciones 
que ocupa sucesivamente en el espacio una linea móvil que cambia de 
posición , o también de forma , según una ley determinada y continua . 

En el caso de la 
superficie esférica la 
línea móvil es media 
circunferencia: se la 
llama generatriz. La 
ley determinada y con¬ 
tinua es que la media 
circunferencia debe 
efectuar una revolu¬ 
ción entera alrededor 
de su diámetro, llama¬ 
do por esto directriz. 

3. — La superfi¬ 
cie cónica es otra su¬ 
perficie geométrica. Se 
define como el lugar 
de todas las posiciones 
que ocupa una recta 
generatriz g (fig. 310) 
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que, fija en uno do sus puntos. V. 
por ejemplo, va pasando sucesiva men 
te por los puntos de una curva diré*, 
triz ABC O. . . 

El punto V es el vértice de la su 
pcrficie. 

Como la generatriz es ilimitada. Sí: 
superficie cónica también lo es, y s»- 
compone de dos napas situadas en ‘'par 
tes opuestas con respecto al vértice. 

En particular, si la directriz es um 
circunferencia (fig. 311), la superficie 
cónica es llamada circular . 

El cono es el cuerpo limitado por 
una superficie cónica y una sección 
cuyo plano encuentra todas las gen*' 
ratrices. La sección es la base del ra 
no; la distancia entre el vértice y l.« 
base es la altura. 


4- —La superficie cilindrica (íig. 312) es, en cambio, el Inp , 
de ouias las posiciones que ocupa una recta generatriz g cuando. man 
teuoaiííose siempre peraleda a sí misma, va pasando por los pimío*: 
una curva cualquiera Afí( í). . . íp.to es su directriz. 

Si la directriz es una circunferencia cuyo plano es normal a ),i 
dirección de la generatriz, la superficie cilindrica es de votar im. 



Fio. 33 2 


Fig 313 
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Jil cilindro es el cuerpo limitado por ana sup-ríni 
por dos secciones para Lías o ñire sí, llamadas bases cli*S 
La distancia cuín.* las bases es la allura . 


' ti i minea 
cilindro. 


y 


§ 68» CLASIFICACION 

~ la definición dada resulta que las superficies geométri¬ 
cas pueden sei estudiadas clasificándolas según dos criterios distintos: 
«egun la naturaleza de la generatriz o según la ley que rige el movi¬ 
miento de la generatriz . 



Fig. 314 


Atendiendo al primer criterio, Jas superficies so distinguen en 
tf*filadas y curvas (o no regladas). 

Las primeras son engendradas por una recta móvil y las segundas 
pnr una curva, cualquiera sea, en ambos casos, la ícy del movimiento. 

Superficies regladas son, por ejemplo, las superficies cónica, cilín- 
'Inca, helicoidal, etc. 

Superficies no regladas son, por ejemplo. la - IV-rira. p nrn- 

lnHoido. elíptico, etc. 

Atendiendo ni segundo niii tio. , de> ir .i h | ( . v d. j M((1 

ilf Ja generatriz, las superficies se distinguen en superfinos el, revo- 
limón (o de rotación) y superficies que rzo son de revolución. 
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Las primer;)s son engendradas por una línea generatriz que gira 
alrededor de una recta fija, eje de rotación., con la cual se supon** 
conectada invariablemente. Cada punto P de la generatriz (fig. 314) 
describe una circunferencia cuyo plano es perpendicular al eje y cuj 1 " 

radio es la distancia OP del punto al eje. 

Las segundas son las engendradas en forma distinta a la indicada 

2. — Los dos criterios empleados para clasificar las superficie* 
son independientes uno de otro. Se comprende entonces que tañí- 
una superficie reglada como una no reglada puede ser o no de revo¬ 
lución, y recíprocamente. Mas aún, una misma superficie puede, •- 
veces, ser engendrada de modos distintos. 



3. — Las superficies regladas suelen ser divididas en desanu¬ 
bles y no desarrollares. Las primeras pueden ser extendidas *--l 
un plano sin roturas ni dobleces. Ejemplos; las superficies cóm- - 
cilindrica. 

Las segundas no pueden ser extendidas sobre un plano <*" 

forma indicada. Ejemplos; helicoides (recto y oblicuo), .. 

cuerno de vaca. 

En las superficies desarrollables dos generatrices con so ni- 
cualesquiera se encuentran en un mismo plano, es decir, son pé¬ 
lelas o concurrentes. 

5 89. RECTAS Y PIANOS TANGENTES A UNA SUPERFICIE RK'-* »" 

sabe que la tangente a una linearen uno de sus i»»- 
P, (fig. 315) es el límite de las sucesivas posiciones que ocup» " 
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seca nto Pi P 2 cuando el punto so acerca indi’fin idamente al Pi hasta 
contundirse con él. 



Se sabe también que la tangente a una curva plana pertenece al 
plano de la curva. Así, por ejemplo, la recta AB = (AiB l5 , A 2 B 2 ), de 



ll figura 316, es tangente a la circunferencia representada. No es 
NMlgcrnte, en cambio, la recta AB de la figura 317. 
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2. — Una recta es tangente a una superficie en mío de sus puntos 
cuando lo es en ese punto a una linea cualquiera de la superficie. Así, 
por ejemplo, la recta a de la figura 318 es tangente en P a la super¬ 
ficie cónica representada por serlo a la línea / de la superficie. 




3* — Se demuestra qu< 
si en un punto P de una su 
perficie se trazan las tan 
gentes a las infinitas línea 
de dicha superficie que pi 
san por él (fig. 319), esa 
tangentes son coplanares. I'í 
plano así definido se llama 
plano tangente a la superli 
cié en el punto P considcn» 
do. Puesto que un plano r« 
determinado por dos de mi 
rectas para individualizar « I 
plano tangente a una sujm 
ficie, en un punto dado 
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ta delemiinar las 1 alientos a <J¡ís CfndívsquiMa de sus lineas que 
pa c a.n por ese punto. 

4. — Notando que la recia es una línea cuya 1 angón Le es la recta 
misma $e comprende que, tratándose de una superficie reglada, el 
plano tangente en uno de sus puntos queda determinado por la recta 
generatriz y por la tangente a una linea de la superficie que pasa 
por ese punto. 



5.— Supongamos una superficie cónica 3 -can (fig. 320) P, 3 P? 
(los puntos cualesquiera de una de sus generatrices, a. Por P x y P 2 
hagamos pasar las curvas c x y c 2 de ln superficie. Cortarán otra gene¬ 
ratriz, Z?, por ejemplo, en los punios Q x y Q 2 . Si la generatriz b . en el 
movimiento establecido para engendrar la superficie cónica, se acerca 
(arla vez más a la generatriz <?, las secantes Si y s- tienden, respectiva 
Miente- a las tangentes / 3 3 ’ a las curvas r, v r : m los punir w 
Ti y P-. v se vuelven tales langeiiC'- ruando h se lia acercado inde 
finid amen te a la generatriz a. 



240 


D. DI PIETRO. —GEOMETRIA DESCRIPTIVA 


Además, s x y s 2 son coplanares porque pertenecen ambas al plano 
de las generatrices a y y siguen siendo coplanares al volverse /1 y U. 
En ese instante se tendrá en P x un plano tangente a la superficie, 
definido por t x y P X P 2 , y en P 2 otro plano también tangente a la super 
ficie, definido por t 2 y PiP 2 - Pero entonces estos planos no son sino 
uno solo, es decir, el determinado por í x o t 2 y la recta P X P 2 (o sea 
la generatriz a), Como al mismo resultado se llegaría considerando 
otro punto cualquiera de ¿ 2 , puede afirmarse que el plano tangente en 
un punto de una superficie cónica es el mismo para todos los puntos 
de la generatriz que pasa por ese punto. Esa generatriz es la genera 
triz de tangencia o de contacto . 

6 . — En forma análoga se demuestra la misma propiedad para 
cualquier otra superficie desarrolla ble. 




7*— Es evidente que, tratándose de conos y cilindros rectos, el 
plano tangente a la superficie a lo largo de una generatriz es perpen 
dicular al plano formado por ésta y el eje (fig. 321). 

8 . — Se comprende sin dificultad que la tangente a una sección 
cualquiera de una superficie desairollable es la intersección del plano 
tangente en el punto considerado y el plano secante que produce 
la sección. 

9. — Es fácil demostrar que la proyección de la tangente a una 
curva sobre un plano es tangente a la proyección de la curva sobre 
el mismo plano. 
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En efecto, sea c la curva y t su tangente en el punto P (fíg. 372';. 
I-as proyectantes de la curva c y de la tangente i determinan una 
superficie cilindrica y un plano, tangentes a lo largo de la genera 
Iriz P¿ : V Las proyecciones íi y íi de c y / resultan entonces tan- 
üentes, pues no son sino intersecciones del plano de proyección a con 
la superficie cilindrica y con el plano tangente. 



10. — Resulta entonces que si dos curvas son tangentes, también 
lo son sus proyecciones. La figura 323 representa las proyecciones 
de dos circunferencias tangentes, 

11. — En general, para hallar o) plano tangente a una superficie 
reglada desarrollable en un punto dado, determinaremos primero la 
generatriz que pasa por el punto, luego la tangente a una curva cual' 
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quiera de la superficie en el punto en que la generatriz de contacto 
encuentra la curva. 

Así, por ejemplo, para hallar el plano tangente en el punto P a 
la superficie cónica indicada en la figura 324, se determina el plano 
formado por la generatriz p y la recta t, tangente en P x a la curva c 
de la superficie. 



Fig. 323 


12. — Llámase normal a una superficie, en uno de sus puntos I' 
la perpendicular en ese punto al plano tangente a la superficie en <1 
mismo punto P. 
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fi 70. RECTAS Y PLANOS TANGENTES A UNA SUPERFICIE DE 
REVOLUCION 

1 * — De la definición dada en el parágrafo 68 resulta que todo 
plano normal al eje corla la superficie de revolución según una o más 
rircunierendas. Por oslo mía superficie de revolución puede ser con¬ 
siderada Entibien como engendrada por una circunferencia cuyo centro 
ko desliza a lo largo del eje, mientras su plano permanece siempre 
perpendicular al eje y el radio varía de modo que la circunferencia 
«e apoya constantemente en la línea g (fig. 325). 



Las circunferencias según las cuales una superficie de revolución 
m cortada por planos normales al eje reciben el nombre de paralelos. 
Un éstos, el que tiene mayor radio se llama paralelo ecuatorial; el que 
Mmir menor radio se llanta paralelo de garganta. 

Las secciones de una superficie de revolución con un plano que 
piNH por el eje se denominan meridianos. Distínguese como meridiano 
Wificipcd el que está en el plano que pasando por el eje es paralelo al 
pimío vertical de proyección. 
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Cada meridiano es una curva simétrica con respecto al eje; por 
esto la superficie de rotación puede ser considerada como engendrada 
mediante un giro de 360° alrededor del eje, de medio meridiano. 



Fig. 325 


Por cada punto de una superficie de revolución pasan un paral* l 
y un meridiano. 

2 .—-En una superficie de revolución llamaremos puntos co**»' 
pon dientes de dos paralelos los puntos camuncs a estos dos paralil-* 
y a medio meridiano. Asi, en la figura 326 les puntos Pi y llf 
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los paralelos p¡ y p.¡ son correspon. 
clientes. 

Es tacil demostrar que las rectas 
y QiQs, que unen pares de pun¬ 
tos correspondientes de dos paralelos 
Pi Y P-¿, concurren a un mismo punto 
del eje. En efecto: si Ai es el punto 
en que P 3 encuentra el eje, se tiene 

MOy 

Wó, fCó'g [1J 

Si admitimos que Q,Q, encuentra el 
'■'"J 1 - Ci - V| Íí;ír - N dtinto de M ? 
se tcii* .[•:). 


NO, __ Ql O y 

NO, ^0 2 ' 

Como Py O, — Qjjy y pZo. 2 
resulta, de las igualdades f'l 

MO, NÓ\ 
mó 2 ' 'ÑCh 


[ 2 ] 

----Q7ÓI, 
1 y [2], 


o también 


Fie. 326 M O x __ __ NÓ X 

MOy + 0^3 “ NOy + 

•»lm ión que exige necesariamente la condición 

MOi =7¿Oy. 

1 .os puntos M y N son, pues, uno mismo. 

<1. Si imaginamos que el paralelo p¡¡ se acerca indefinidamente 

* fiy, en el límite, es decir, cuando P, se acerca indefinidamente a Py 
’ ^ ” < ? 1 » * as rectas p ^Pi y QvQy, concurriendo siempre a un misino 
Htliito del eje, se transforman en tangentes a la superficie de revolu¬ 
ta mi los puntos Py y Qy, respectivamente. 

Como lo mismo resultaría considerando otros puntos correspon- 
•IimiIiv; de los mismos paralelos, puede afirmarse que si en los infinitos 
mh,s (le un P ara lelo p se conducen las tangentes a la superf icie, ellas 
mffndran la superficie de un cono recto que se dice circunscripta o 

* Superficie de revolución a lo largo del paralelo considerado. 
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Resulta entonces que las generatrices de esa superficie cónica son 
tangentes a los meridianos de la superficie de revolución en los di - 
tintos puntos del paralelo p. 

En particular, la superficie cónica circunscripta a lo largo del 
ecuador a un elipsoide de revolución, y por lo tanto también a unn 
esfera, se vuelve una superficie cilindrica recta. 



4. — El plano tan 
gente a una superfin» 
de revolución en uno d< 
sus puntos es tangen 
a la superficie cónic.i 
que le es circunscri.pl i 
según el paralelo al cimI 
pertenece el punto. 

Sea k el plano t;m 
gente en el punto P u l-> 
superficie de revolución 
dado en la figura 

El está determin • 
do por las tangentes / 
al meridiano y U al > 
raido que pasan por /' 
Pero el plano tangcni- 
a la superficie cónn »• 
circunscripta según < 1 
paralelo - que contiene l 
también está determin < 
do por ti (general n 

y t 2 (11, § 69). 

5. — De a cuím íl¬ 
eon lo anterior, y r<*< 
dando lo establecido f" 
7, § 69, el plano tan¡\<< 
te a una superficie »/• 
revolución es perpenJ 
cular al plano mer'nh" 
no que pasa por el 

to de contacto. 


Fig. 32 7 6, — En particiiíin 

los planos tangentes < ■ 

los infinitos puntos de un meridiano son todos perpendicular! v. <■ 
plano de este meridiano y envuelven un cilindro que es circunscnpi 
a la superficie de revolución según el meridiano considerado. V ' ■ 
generatrices de este cilindro son las tangentes a los distintos paral «I 
en los puntos de aquel meridiano. 
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7. — Puesto que en todo punto de una superficie de revolución 
el plaxio tangente es perpendicular al plano del meridiano que contiene 
el punto, la normal a la superficie estará siempre en el plano meri¬ 
diano , encontrando al eje o siéndole paralelo. 

En la 1 i gura 328, PN es la normal en el punto P. 


> 



Fig. 328 


Las normales relativas a los distintos puntos de un paralelo con- 
mrrcn a un mismo punto del eje, formando una superficie cónica de 
Hilarión porque, por ejemplo, si la normal en P encuentra el eje en TV, 
mientras P recorre el paralelo, el punto /V no se mueve. 
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REPRESENTACION DE CURVAS Y DE SUPERFICIES 
§71. GENERALIDADES 

1. — Las proyecciones de una curva alabeada o plana sobre dos 
planos son dos curvas planas. 

Para cada una de ellas será necesario determinar un númem 
suficiente de puntos, de modo que sea posible su trazado. A moñudo 



Fio. 329 


conocida la naturaleza de las proyecciones, convendrá determinar pan» 
cada una aquellos elementos (puntos o líneas) con los cuales, medianil 
procedimientos enseñados por la Geometría, pueda efectuarse el Un 
zado de la curva proyección. 



















REPRESENTACION DE CURVAS Y DE SUPERFICIES 




Así. sabiondo que las proyecciones de una oir. mtf.-r -j-ria s<m 
elipses, bastará detomunítr los ejes, pnos. dados estos, una t-ílp.ve queda 
individualizada y puedo ser construida por pimíos o como lugar geo¬ 
métrico. 


2- En la representación de unu curva jilaua os conveniente 
determinar, cuando resulte fácil: 

í ■ Eos puntos laterales, os decir, el punió do la curva más a la 
derecha y oj punto más a la izz/uierdai en olios la tangente a cada 
proyección es perpendicular a la línea de tierra 



2 9 El punto más alio y el punto más bajo, que se deducen de k 
proyección vertical de la figura, así como el punto anterior y «f pos¬ 
terior, que sr deducen de la proyección horizontal. En los dos prí 
moros las tangentes son rectas horizontales del plano; en los ¡i- úi 
limos sor: Ironía les. 

En las provecí iones de la circunferencia de figura 329, A y & 
•on ios punios nías alto y más bajo; C y Z), los puntos anterior y 
posterior; E y I'\ los laterales. 


—Supongamos una superficie S y sea V el vértice de una 
lUperficie cónica circunscripta a S Si c es la curva de contacto 
(flg. 330), ella divide la superficie S en dos regiones: una visible 
pitra el que mire la superficie desde V; la otra invisible. 
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La curva c constituye el contorno aparente de 5 para mi obser¬ 
vador situado en V, porque las generatrices de la supcrhcie romea sor. 
también las visuales que parten de V hacia los puntos hmnm visi¬ 
bles de S. , , .... 

Si V se aleja de S, la curva c cambia, desplazándose so a te s- 

naturalmenle, aumenta la región visible. Cuando V se aleja mtan¬ 
tamente en una dirección determinada, por ejemplo, perpendículo) 
m las visuales desde V serán todas paralelas y el contorno aparen!, 
de S con respecto al plano jti es la curva de contacto de la supeiime 
cilindrica circunscripta a S y perpendicular a ni. (fig. do¿ .. 



Fig. 331 


La proyección horizontal c\ de c es la traza horizontal de aó 1 " 
superficie cilindrica, limita las proyecciones horizontales de los T UI " 
de S y constituye realmente el contorno aparente de ó sobre P-"-' 
observador que mire esta superficie en dirección perpendicular 
desde un punto infinitamente alejado. 

En la misma forma se obtiene el contorno aparente de ¿ con " 
poeto a jtü y su proyección sobre este plano. 
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4 . — El contorno aparente de una superficie sobre un plano de 
proyección es tangente a la proyección sobre el mismo ¡daño de toda 
línea que perteneciendo a la superficie encuentra en el espacio el 
contorno aparente. 

Sean: S la superficie, c su contorno aparente con respecto al plano 
Jti, l la línea, P el punto de encuentro de c y / (fig. 332). 



En efecto, si t es la tangente en P a la línea l ? su proyección hori- 
WMitnl ti será tangente en Px a la proyección homónima h de l. Pero 
(i) plano que proyecta horizontalmente t , conteniendo la tangente t y 
U proyectante PP\ de un punto del contorno aparente, es un plano 
tontón te a la superficie cilindrica circunscripta a ia superficie S per- 
!«‘iid i cid ármente a Jti. En consecuencia, su traza horizontal, que no es 
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sino q, es tangente a la traza de esa superficie cilindrica, que no e< 
sino C\, Las proyecciones l L y c x vienen a tener así la misma tangente 
ti en Pi ; son, pues, curvas tangentes. 

§72. REPRESENTACION DE SUPERFICIES 

1. — Conociendo las proyecciones de la directriz de una superficie, 
la generatriz y la ley del movimiento de ésta, la superficie queda 
determinada y puede ser representada sobre los dos pianos de pro¬ 
yección. Bastará construir un número suficiente de posiciones de la 
generatriz para notar la continuidad de la superficie. 

Pero, en general, la mejor manera para apreciar la forma de Ja 
superficie es dada por el conocimiento de las trazas y de los contornos 
aparentes sobre los dos planos de proyección. Más aún, puede decirse 
que los contornos aparentes sobre los dos planos de proyección consti¬ 
tuyen la mejor representación de una superficie sobre dos planos 
de proyección. 

2*—Como en el caso de los poliedros, siendo distintas las direc. 
dones según las cuales se supone observada la superficie sobre los dos 
planos de proyección, distintas son también las partes visibles sobre 
cada uno de esos planos y distintos, en general, los correspondiente 
contornos aparentes. 

3- — Para distinguir en la representación las partes visibles dr 
las invisibles se procede con el criterio expuesto en el caso de Jo-; 
poliedros (2, §54). 
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SUPERFICIES CONICAS 

§73. REPRESENTACION 

U— Una superficie cónica resulta individualizada si se conocen 
las proyecciones ¿i y d 2 de la curva directriz y V t y V<¿ del vértice 
(fig. 333). 

Dados estos elementos pueden cmMruirse fácilmente cuantas 
generatrices se desean. Las trazas de un número suficiente de éstas 
permiten dibujar las trazas de la superficie, así como sus contornos 
aparentes. 

Para determinar una generatriz cualquiera, la que pasa por el 
punto A de la directriz, por ejemplo, basta trazar las rectas V 2 A 2 y 
Vi Ai. La traza horizontal Hsss(H l9 Un) de esta generatriz es un 
punto de la traza horizontal de la superficie cónica. 

\ así para otras generatrices. 

Pura obtener los contornos aparentes se dibujan las generatrices 
límites, tangentes a las proyecciones de la directriz. Las generatrices 
tjuc limitan el contorno aparente horizontal no son, en general, las 
mismas que limitan el contorno aparente vertical. 

Para la visibilidad de iu curva directriz (y de la traza) notarnos, 
por ejemplo, que el punto A es visible en ambas proyecciones por ser 
visibles las proyecciones g\ y g 2 de la generatriz que pasa por di. El 
pimío Q, en cambio, es visible en proyección horizontal e invisible en 
|proyección vertical. 

El punto siguiente ampliará cuanto Concierne a la visibilidad. 

2. — Determinemos el contorno aparente de una superficie rúnica 
♦ liando se conoce la traza horizontal y el vértice. 

Sea la circunferencia (c u c«¿) la traza horizontal y V (V k .. 

IV) el vértice (fig. 334). 

Para obtener una generatriz cualquiera se une el vértice V con 
un punto cualquiera, Á, por ejemplo, de la traza horizontal. 

Las tangentes V x Bi y V 3 C\ a la traza de la superficie cónica 
iIpiii las generatrices que limitan el contorno aparente sobre el piano jí-¿. 

Las líneas de referencia D X D 2 y #i.ZL, tangentes a o x , permiten dé¬ 
lo r minar las generatrices cuyas proyecciones verticales V 2 1X 2 y V 2 K,. 
limitan el contorno aparente sobre el plano jt*. 

Para la visibilidad de la traza horizontal c* de la superficie note- 

que la perpendicular a LT por F l9 punto en que se cruzan c* 
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y V\A U encuentra primero c 2 , luego V 2 A 2 . En consecuencia, V 1 A 1 es 
visible, no así el arco de la traza 


L 


■«% 




Fig. 333 


3. — I^a figura 335 da la representación de tres conos en posicin 
nes particulares distintas. 
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4.--- Dada una superficie cónica es fácil determinar ima de ías 
proyecciones de un punto de la superficie cuando se conoce la oirá 
proyección do), punto. 

Sea (fig. 336) la superficie cónica determinada por su traza hori¬ 
zontal y su vértice. 



Fio. 334 


Para localizar un punto do la superficie se aplica un criterio aná¬ 
logo al establecido en §25. Se dijo entonces que para que un punto 

K rteneciese a im plano bastaba que perteneciese a una recta del plano, 
remos ahora: un punto pertenece a una superficie si pertenece a una 
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línea de la superficie. En el caso de la superficie cónica la línea más 
simple a la cual se recurre es la recta. 

Supongamos entonces que se conoce la proyección horizontal Pi 
del punto de la superficie cónica. Supongamos además que P ± es visi¬ 
ble. Hallar la proyección P 2 . 

a] b) c) 



Fig. 335 


La recta ViPi es, evidentemente, la proyección horizontal de I* 
generatriz a la cual pertenece el punto P. Su proyección vertical 
es Una línea de referencia por Pi determina P 2 , invisible p<» 

serlo también V^A^. 

La proyección P 1 ha sido considerada visible. Puede, naturul 
mente, ser también invisible. La generatriz correspondiente será en 
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V ' Dí ’ yP ¿, será la Proyección vertical del punto. F*ta pro- 
yeccion P 2 es visible por serlo V*Jl 2 . 1 

Análogamente, si la proyección Jada es Q, Y se establece une 
es vjsible, se halla en Q a la proyección (invisibH del ,,„ nl o 


V 2 



Fig. 336 


I 74. PLANO TANGENTE A UNA SUPERFICIE CONICA 

l.~ Determinemos el plano tangente a una superficie cónica por 
Un punto de la misma. v 

Supónganlos (fig. 337) un cono circular recto y un punto P de 
«i superficie. El plano tangente debe contener la generatriz. VIL qU e 
pnsa por P, y la tangente en H a la traza horizontal del cono I..... 
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rectas VH y t son. pues, las que determinan el plano pedido. Si se 
quiere, pueden hallarse las trazas del plano. 

2. — Determinaremos ahora el plano tangente a una superficie 
cónica por un punto exterior a la misma (íig. 338). 

Sea P el punto exterior. 

El plano que se pide debe contener el punto P , el vértice V y la 
tangente por la traza horizontal Q de la recta VP a la traza horizontal 
de la superficie, De aquí, entonces, la siguiente construcción: 


v 2 



Se determina la recta VP y se halla su traza Q sobre el pl*>n" 
de la base (plano horizontal en nuestro caso). Se conducen por 
las tangentes ti y a la base, y entonces los planos determinados ]"« 
las rectas VP y QH o VP y QH' son los planos tangentes pedidos. .V 
trazas son (<ii, « 2 ) y (Pi, P 2 ), respectivamente. 

Se comprende que el numero de soluciones es el numero de tiu 
gentes a la base que pueden trazarse desde el punto Q. 

3 ._Veamos cómo puede determinarse el plano tangente a ‘ 

superficie cónica, paralelo a una recta dada (fig. 339). 
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El plano buscado debe contener una recta paralela a la dada, 
pasar por el vértice y contener la tangente por la traza horizontal do 
aquella paralela a la traza horizontal de la superficie. De aquí, en¬ 
tonces, la siguiente construcción: 



Se conduce por el vértice V la paralela $ a la recta dada t . 
■determina su traza horizontal 6\ Desde S t se conducen las tangen^-. 
S 1 B l y S X R[ a la base. Los planos determinados por las rectas VS y SU 
o VS y SR’ son los planos tangentes pedidos. Sus trazas son (en. 
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Í-W •• 

y (pi, {>:>), respectivamente. Las generatrices do tangencia son Vil v 
VR\ Kl número ue soluciones es igual al numero (le tangentes <¡ur 
pueden trazarse por Si a la base de la superficie. 

§ 75. SUCCIONES PLANAS DE SUPERFICIES CONICAS 

1- — La intersección de un plano con una superficie cónica da una 
curva cuya naturaleza depende de la directriz de la superficie. Asu¬ 



miendo un número suficiente de elementos de la superficie, la inter¬ 
sección de cada uno de estos con el plano secante proporciona los pun¬ 
tos necesarios para el trazado de la curva sección. F,1 principio básico 
general es, pues, semejante al utilizado en el caso de los poliedros y, 
en especial, de las pirámides. 
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De los elementos utilizables los más simples son las generatrices. 
Se trata entonces de hallar la intersección de cada generatriz elegida 
con el plano secante. El procedimiento resulta un tanto laborioso por 
el elevado número de generatrices que deben utilizarse para el,acer¬ 
tado dibujo de la sección. Por esto a menudo se recurre a planos auxi¬ 
liares que pasan por el vértice y que entonces cortan la superficie 
según dos generatrices y el plano secante según una recta. Los puntos 
comunes a aquellas generatrices y a esta recta son puntos de la sección. 

2 . — En la figura 340 se lia considerado un cono elíptico oblicuo, 
cortado por un plano de canto ABC. 

La generatriz V x corta el plano de canto en el punto P. Las gene¬ 
ratrices Vz y V' 29 en los puntos Q y Q\ y así sucesivamente. Unidos 
los puntos de intersección se obtiene la sección. 

Por rebatimiento sobre el plano vertical se halla su verdadera 
magnitud. 

3. — Si el plano secante no fuese de canto, puede hacerse tal 
mediante un cambio de planos. Se procede entonces como en el caso 
anterior y se vuelve después a los planos primitivos de proyección 

(fig. 341). 

4* — Los casos más frecuentes de secciones cónicas se refieren a 
conos rectos circulares. A ellos nos referiremos, pues, en este número 
y en los siguientes. 

Si el plano secante es horizontal, es decir, perpendicular al eje 
de rotación, la curva según la cual es cortada la superficie del cono 
es una circunferencia tanto más pequeña cuanto más cerca del vórtice 
está el plano. Si el plano secante es oblicuo y no paralelo a ninguna 
generatriz , la sección es una elipse . 

Supongamos entonces (fig. 342) un cono de revolución con la 
base sobre el plano Jti y sea a el plano secante. En vez de hallar las 
intersecciones de cierto número de generatrices con el plano dado a, 
como hicimos en 2, recurriremos a planos auxiliaros que pasan por 
el vértice, y para simplificar las operaciones los elegiremos con sus 
trazas horizontales paralelas a la traza horizontal del plano. 

Vista la figura espacial, hagamos la representación del problema 
(fig. 343). 

Para hallar las trazas de un plano auxiliar ¡3 determinemos su 
horizontal h que pasa por el vértice V. Basta conducir por V i la pa¬ 
ralela hi a la traza a x y luego por V 2 la paralela h 2 a la línea de tierra; 
hi y h 2 son las proyecciones de la horizontal buscada. Es fácil dibujar 
entonces las trazas Pi y (3 2 del plano auxiliar. Podemos fijar ahora el 
punto común a las trazas verticales do todos los planos auxiliares que 
se utilicen. No es sino la traza vertical R 2 de la ho rizontal h_ 

Antes de hallar puntos cualesquiera de la sección determinemos 
los puntos notables t El punto más alto y el más bajo se encontrarán 
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con los planos auxiliares cuyas trazas horizontales pasan por las trazas 
horizontales de las generatrices VI) y VC contenidas en un plano per¬ 
pendicular a la traza «i del plano secante. Con más precisión, el plano 



Fig. 
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que pasa por D x determina el punto más alto, M; el que pasa por 

determina el punto más bajo, N. , 

Para tener los puntos laterales sobre ca contorno aparente, se 
utilizan planos auxiliares que pasen, por las trazas horizontales ae las 
genera Unces VA y VB, porque estos planos cortan la superficie según 
las generatrices del contorno aparente vertical, determinando los pun¬ 
tos P y Q. Los otros puntos se determinan de la misma manera y, 



unidos luego mediante trazos continuos, nos dan dos elipses, que son 
las proyecciones de la sección buscada. 

Para obtener la verdadera magnitud de la sección se puede re 
batir sobre el plano vertical, pero en vez de rebatir punto por punto, 
empleando el método general, se ha procedido, para simplifica* a. 

construcciones, en esta otra forma. 

Se ha rebatido sobre jt 2 primero a, y luego las horizontales qn> 
pasan por distintos puntos de la sección, operaciones que saben mi 
efectuar. 
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Entonces, por ejemplo, la ínter sección de la perpendicular por _P 2 
a la traza « 2 , con el rebatimiento de la horizontal que pasa por P, 
es el rebatfniiento de este punto de la sección sobre el plano ftg. Y así 
para los demás puntos, obteniéndose la elipse que da la verdadera 
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un arco, y sobre él se llevan las longitudes absolutas de los arcos de la 
base comprendidas entre las sucesivas generatrices, empezando por D: 

DE — DiE u EF = EiFx, etc. 

Uniendo los puntos D y E, F, . . ., con O se tienen las generatrices 
correspondientes (fig. 344). 

El arco del sector circular obtenido tiene, evidentemente, una 
longitud igual a la longitud jtCiDi de la circunferencia de la base. 


o 



Fig. 344 


El ángulo del sector es, como se sabe, 

360° * r 

o =- 

g 

siendo r el radio de la base y g la generatriz. 

Como resultado del corte producido quedó marcada una eb| ,r| 
sobre la superficie cónica considerada. Extendida ésta sobre un 
aquella también se extiende, dando una curva especial que es la tmn 
formada de la sección. Para dibujarla es necesario llevar sobre <.»<! 
generatriz del desarrollo la parte comprendida entre la base del mmi- 
y la sección. Si se tomasen las partes de generatrices directainm»» 
sobre la representación vertical, seria erróneo, pues, salvo las del fn " 
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parles de generatrices del tronco basta conducir por la proyección 
vertical de cada uno de los puntos de la secci ón paralelas a H hasta 
encontrar V 2 -/I 27 y entonces el segmento 2 ? peí ejemplo, es la 

verdadera magnitud del segmento 
Y así para los otros. 



Transportados después sobre el desarrollo de la superficie I" 
segmentos obtenidos se obtiene en 1, 2, 3, 4, .. la transformada 4 
la sección. 

5. — El hallazgo de la sección plana se simplifica notablon irni 
por medio de la homología. 

En la figura 345 se ha considerado el mismo problema anir. 
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• j S,; dclcrin ' na,1 ° primero un punto ,1. p, sc'ffió». ¡nlloido 1- 

ren,s,tT cratrix ™ con cl i)iano *’■-*>«* 

- => 

renaa njaion aespués la proyección vertical. Ei reí Uro de JumioWí' 

Por \ 1 ^- UU í' T ien if’ G ! Pun !° V '> >' «* oí eje .Ir homologí ° 

Plano ES ^ h? ‘ ° btolÍd0 el -Mí*. el 

El plano tangente en R a la sección contiene la T/P 

llSgssgas 

en ^ n.a,> i A sera la tangente en // a ] a sección. 


V 



Fig. 347 


Es faal n « tar «n la proyección horizontal que la tangente TJh 
« la sección y la tangente 5T A a la circunferencia son hoSógicí 

6 . Como caso particular se ha considerado en la herir a 34f¡ mi 
plano secante perpendicular al plano vertical y no paralelé a nin.mm 
genera La sección es también una elipse. " 

MI ¡nación Sdítot*?™ C ° nviene tacer «» respecto a la deter- 
l ! D ¿' T° SU e aneratnz es de perfil hubo necesi- 
« ,-• Am ‘ /y Grla ^ r f le5a ai Pla»o vertical. El punto TI. 
•n tidslauo as, a D proyectado horizontalmente en 17.. Deshecho <J 

* p eu< onl.ro D,. En la misma forma se procedió con K, 

Dinonimd í <ll / ínl0rU - ) ' SObre ° l phn ° horiz ° ntel se obtuvo la verdadera 
nmgmtud cíe Ja sección. 
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En la figura 347 se ha hecho el desarrollo de la superficie con 
la transformada de la sección. 

Para trazar la tangente FT a la transformada ele la sección hasta 
marcar FT igual a íyh de la figura 346, pues en el espacio, FT 
es hipotenusa de un triangulo rect ángulo que tiene como catetos el 

segmento FF de generatriz y FT n 



7._El plano secante puede ser paralelo a dos generatrices de U 

superficie cónica, es decir, vertical, en el caso particular que consi<!<• 
ramos. La sección obtenida es entonces hipérbola (fig. 348). ^ 

Para determinarla pensemos ant e todo que su proyección hon 
zontal coincide con el .segmento AiBi de traza horizontal del plano 




SUPERFICIES CONICAS 


2 7\ 


Si entóneos provee!araos los puntos /l, y /i, sobro la linea de tierra, 
tendremos en y lo y /L los puntos más bajos de la proyección vori i caí 
de la sección. Para hallar otros puntos podríamos considerar una 
serie de generatrices de la superficie, en forma análoga a lo que se 
hizo en 2 de § 75, o recurrir a planos auxiliares horizontales que cor¬ 
tarían la superficie según paralelos y el plano secante según rectas 
horizontales, de proyección horizontal común h x . Los puntos A y B , 
D, . .. 7 comunes a los distintos paralelos y a esas horizontales, son 
puntos de la sección buscada. Unidos mediante un trazo continuo dan 
las proyecciones de una rama de hipérbola. 

El punto más alto, 7, es dado por el paralelo tangente a la traza ai. 


V 



A la izquierda de la figura se ha determinado, por rebatímiento 
sobre el plano vertical, la verdadera magnitud de la sección. 

La figura 349 da el desarrollo de la superficie cónica con la trans¬ 
formada de la sección. Los segmentos de generatrices han sido toma- 
<!os en tamaño real mediante la ya conocida rotación. 


a -.Si el plano secante es paralelo a una sola de las generatrices 

ne la superficie, la sección producida es una parábola (fig. 350). 

Después de cuanto se ha visto bastan pocas explicaciones para 
<m tender la representación de las operaciones realizadas. 

El plano secante a es perpendicular al plano it 2 ; en consecuencia, 
*1 segmento de traza vertical /L/L es la proyección vertical de la 
acción. Una linea de referencia por determina B ly proyección ho 
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rizontal del vértice de la parábola. Los punios A i y C x corresponden, 
en cambio, a los puntos más bajos de la curva. 

Para obtener puntos intermedios se recurre a planos auxiliares 
horizontales. Uno de éstos, el (3, por ejemplo, corta la superficie según 
el paralelo p y el plano a según la recta d; sus puntos de intersección 
D y E son puntos de la curva. Y asi para los otros. 



Fig. 350 


Como en los demás casos, se ha trazado la tangente a la sección 
en uno de sus puntos D conduciendo primero la tangente a la ha*' 
y hallando luego, por homología, t x . 

Por rebatiiniento sobre el plano vertical se obtiene la verdadera 
magnitud de la sección. 
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92. Los puntos A, B, C y D, de los cuales se 
da una sola proyección, pertenecen a la 
superficie lateral del cono de revolución re¬ 
presentado en la figura. Hallar la otra 
proyección. Con las notaciones ^4 2 (i) o 
B 2 (u) queremos indicar que el punto A 
es invisible, o que el punto B es visible, 
en proyección vertical. 



03. Hallar la proyección que falta, de cada uno de los puntos que se indican, 
pertenecientes a las respectivas superficies crónicas. 



94. El segmento AB es el eje de un cono rec¬ 
to circular. B es el centro de la base, sien¬ 
do 3 cm el diámetro correspondiente. Dar 
la representación del cono. 



r 




Bjbecici* w 
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95. Construir el plano tangente en P a 
la superficie cónica que se indica. Ha¬ 
cer lo mismo en otro punto Q . Expre¬ 
sar cuáles son las rectas que indivi¬ 
dualizan cada plano tangente. 


Ejercicio 95 



Ejercicio 98 
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Hallar la sección producida por 
el plano ABC en la superficie 
cónica de la figura. 



Ejercicio 08 


99. Hallar la intersección de 1 
^2 recta AB con la superfici 
cónica que se indica. 


Ejercicio 90 


100. Hacer el desarrollo del tronco de 
cono oblicuo determinado por el 
plano cl 


L 

¿LV T 



L 

7~7 

/ i 

AJ 


\ '1 

/ 

> 


/ ' 

Ejercicio 100 




Capítulo XVII 

SUPERFICIES CILINDRICAS 

§76. REPRESENTACION 


1 # _Una superficie cilindrica resulta individualizada si se cono¬ 
cen las proyecciones de la directriz d y las proyecciones de la dirección 
r de la generatriz (fig. 351). 



Fio. 351 
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Dados estos elementos pueden determinarse hírilmeiito cuantos 
generatrices se desean, trazando desde puntos de la directriz punto P 
por ejemplo, paralelas a la dirección r. Das trazas de un mimen, sufi¬ 
ciente de generatrices permiten dibujar las dos trazas do la superficie 
cilindrica. En la figura se ha dibujado solamente la traza horizontal !¡. 
El contorno aparente de la superficie sobre el plano horizontal hállase 
'"?* 0 por Iüs rectas A,B, y C.O., u,„go„ tó s ,, * 1,al o 

a la proyección horizontal de la directriz. 

Sobre el plano vertical las rectas £ 2 >„ y <?,//.. taimente^ a i-, 
traza vertical (no dibujada) de la superficie o a la’pro^cción ver¬ 
tical de la directriz, limitan el contorno aparente 
v p Esa s rectas pueden obtenerse trazando las líneas de referencia 
lelas Lf' *’ tangCnteS a la lraza ^ J l^go por K, y para . 

un nLlof r n ° CÍÍ í- Una v e ! rt ? P r °yecciones,. Q 1; por ejemplo, de 
un punto Q de la superficie cilindrica, se encuentra en seguida la otra 

protección Q 2 dibujando la proyección horizontal g t de la generatriz 

SreK" Tf? ( f n” ^ d ‘“r ina "í° *•**>* 

paralela a r 2 . El punto Q a. (Q u Q 2 ) es visible sobre ambos p]anos ( + ) 

b ~7 Como caso particular se ha representado en la figura 352 
un cilindro recto en dos posiciones distintas. 

rizontal ** Vrimera el e > e del díindr0 es perpendicular al plano bo¬ 
das ¡tJXJTS** 01 , Gje 65 Una fr ° ntaL Las bases del cilindro sitúa- 
C as en pJanos de canto se proyectan verticahnente serón segmentos 

ínv t 1 Igual ? s a J (ha . metro dc las bases mismas. HorizontolnSnto se 
proyectan según dos elipses de fácil construcción. En efecto de los in- 

Í!Tel 0 esn. í ri ,Ct t 0S *** la ® baSGS - hay dos 1 ue ’ siendo perpendiculares 
euel e r c o, tienen sus respectivas proyecciones horizontales también 

je^i ncmuíales: son, refiriéndonos a la base superior, los diámetros 

MN y RQ, uno perpendicular y otro paralelo al plano vertical. Sus 

proyecciones serán, pues ejes de la elipse. Tomando entonces 

perpendicular a A¡B U de longitud d, se tiene el eje mayor; luego 

mediante líneas de referencia por ñ a y Q s se limita el eje menor 7^’ 

4. — La figura 353 da la representación de un cilindro oblicuo de 
i>flse circular contenida en el plano horizontal. 

_ Son conocidos el centro O de la base y el eje a. El contorno apa¬ 
rente sobre el plano horizontal es dado por las tangentes a la base 
paralelas a la proyección horizontal del eje. 

Antes de hallar el contomo aparente sobre el plano vertical deter- 


(*) Dada la proyección horizonte! Q, de un punto de la superficie quedan de- 
wmnado© en general dos puntos de la superficie: Q == (Q lt Q 2 ) y Q' ~ (Q' q'J 
Kit© último do marcado en la figura. 1r ** 
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minemos la traza vertical do la superficie cilindrica. Basta para esto 
unir las trazas verticales de un número suficiente de generatrices. En 
la figura se lian considerado ocho generatrices, obteniéndose en A 2 B¿C 2 
D 2 F 2 G 2 H 2 la proyección vertical de la traza vertical. 

Las rectas por 1 2 y 5a paralelas a e-¿ limitan lateralmente el con¬ 
torno aparente sobre el plano vertical. Ellas son, además, tangentes 
a la proyección vertical de la traza vertical. 



§ 77. PLANO TANGENTE A UNA SUPERFICIE CILINDRICA 

1. — Por un punto dado de una superficie cilindrica querem" 
hacer pasar un plano tangente a la superficie. 
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I'J plano tángeme resulta determinado por Ja geju.Tai.ii/. qm pasa 
jior el punto y por la tangente a una curva de la superficie en ei pun¬ 
to en que la generatriz de contacto encuentra la curva (11 de 5$ <jc>) 
Como curva de la superficie podemos considerar la propia traza. 

Sea entonces V el punto de una superficie cilindrica dada por su 
traza horizontal y una generatriz g (fig. 354) 


Í2 



Se traza la generatriz p que pasa por P y luego la tangente h 
in M t a la traza horizontal de la superficie. El plano a determinado 
por p y t es el plano pedido. 
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2- — Queremos determinar ahora (} plano ¡ a tm uper 

ficie cilindrica por un pinito exterior. 

El plano buscado debe contener una genera \vW. do la superficie 
y también la paralela por el punto dado a las gen-raí reve 

En la figura 355 se da un cilindro mediante su ba«v < ¡n . bar y la 
dirección de sus generatrices. El punto exterior es i\ 

Se conduce por P la paralela p a Jas generatriz Ella encuentra 
el plano de la base en el punto T. Por 1\ se condim.-n t, {¿n- / ^ 



? r T\Si tangen les a la base, y hay entonces dos soluciones: el plano 
r m y el plano P'fS, ambos tangentes a la superficie del cilindro. 

Imaginado el cilindro como un cono cuyo vértice está a distancia 
Infinita de la base, este problema no es sino un caso partí rular deJ 
problema análogo referente a una superficie cónica. 

3, - El plano tangente a una superficie cilindrica puede ser para¬ 
bilo a una recta dada. Debe contener entonces una generatriz y ser 
paralelo al plano determinado por la recta dada y la paralela por un 
punto de ésta a las generatrices de la superficie (fig. 356). 
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Trátese entonces de un cilindro circular oblicuo y sea r la recta 
dada (£ig. 357). Por el punto P de r se conduce la paralela s a las- 
generatrices y se determina la traza «j. del plano formado por r y s. 
El problema queda reducido al trazado de tangentes a la base del 
cilindro paralelas a cu. Una de las tangentes es la recta íi, que 





permite individualizar la generatriz AB de tangencia. El plano t" 
forman las rectas t y AB es el plano buscado. Hay otro plano tacú > n • 
solución del problema: es el obtenido al trazar la segunda tang' , "i 
a la circunferencia de la base, paralela a la traza ai. 

§ 78. SECCIONES PLANAS DE SUPERFICIES CILINDRICAS 

1.-—En general, un plano a (fig. 358) corta todas las geneiai i 
de una superficie cilindrica, determinando una cierta curva c. '■< ■ 1 
plano es paralelo a las generatrices, la sección producida está form-l . 
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por tantas generatrices corno son los puntos de intersección del plano 
secante, (3, por ejemplo, con la directriz (o con la traza de la su- 
perficie). 

Sí la superficie cilindrica es circular, toda sección plana es una 
elipse (en particular, una circunferencia o dos rectas cuando el plano 
secante es perpendicular o paralelo al eje de la superficie). 

2. Para hallar la sección plana de una superficie cilindrica, en 
el caso de ser cortadas todas las generatrices, pueden emplearse los dos 
métodos generales siguientes: 



i* Hallar la intersección del plano secante con un número sufi- 
tlonte de generatrices. Unidos mediante un trazo continuo los punios 
obtenidos resulta la curva pedida. 

2 ? Recurrir a planos auxiliares convenientemente elegidos que 
Oorten, por ejemplo, la superficie, según dos generatrices o según cur¬ 
vas paralelas a la directriz (o a la traza) de la superficie misma. Los 
puntos comunes a estas intersecciones y a las rectas según las cuales 
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el plana secante dado corla cada plano auxiliar son puntos de la sec¬ 
ción buscada. 

— Trátese, por ejemplo, de un cilindro circular oblicuo (figu¬ 
ra 359) cortado por un plano ABC. 

Siguiendo el primer método hallaremos la intersección de algunas 
generatrices con el plano dado. 

Empecemos con la generatriz DE, que limita horizontalmente el 
contorno aparente de la superficie. 



El plano que proyecta DE sobre el plano vertical corta ABC segur* 
Ifl recta MN. El punto P, en que se encuentran A/TV y la generatriz 
Í)h 7 es la intersección de esta con el plano ABC 7 tenemos así un punto 
lio la sección. Como D¿E^ es proyección vertical de D 1 E J> pero tam¬ 
bién de F\G U la misma recta MN permite determinar un segundo 
(naito Q de la sección. 

En la misma forma se procede con la otra generatriz III del con¬ 
torno aparente horizontal, obteniéndose los p\mtos P* y Q'. 
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Consideradas después las generatrices JK y L ZX, que limitan so¬ 
bre el plano vertical el contorno aparente, se obtienen los punios R y 5. 

^ Otra generatriz cualquiera, XY 9 por ejemplo, da su propio punto 
de intersección T y también T\ pertenecientes a la generatriz cuya 
proyección vertical coincide con la de XY. 

4. — La figura 360 da la imagen espacial de un cilindro cortado 
por un plano a. Para hallar la sección empleando el segundo método 
pueden utilizarse planos auxiliares, tales como el (3, por ejemplo, para¬ 
lelos a las generatrices y paralelos también a la traza ai de a sobre el 
plano que contiene la directriz d. La superficie es cortada por estos 
planos auxiliares según generatrices, tales como a y b, y entonces los 
puntos M y N, en que la intersección AB de a y (3 corta a y &, son 
puntos de la sección. 

5. — Trátese, como ejemplo, de un cilindro recto circular (figu 
ra 361) cortado por un plano cualquiera, a, dado por sus trazas. 

El plano vertical ¡3 es paralelo a las generatrices de la superficie 
lateral del cilindro dado, y su traza (3¡ es paralela a la traza ai del 
plano secante. Corta la superficie según las generatrices ay b y el 
plano secante a según la horizontal (/?i, h»). Los puntos A y B, como 
nes a las generatrices ay b y a la horizontal /z, son puntos de la sección. 

El empleo de un número suficiente de planos auxiliares para 
lelos al P permite hallar los puntos necesarios para el trazado de la 
sección, que es una elipse cuya proyección horizontal coincide con la 
proyección horizontal de la base del cilindro y cuya proyección ver 
tical es A 2 B 2 D 2 C V Son puntos notables de la sección los punios A 2 v 
D 2 del contorno aparente vertical, determinados por los planos auxi 
liares cuyas trazas horizontales pasan por A x y los puntos má?. 
bajo y más alto, M 2 y /V 2 , determinados por planos cuyas trazas hor i 
zontales son tangentes a la circunferencia de la base, y los puntos /'• 
y Q 2 , determinados por el plano que corta la base según un diámetro 
La verdadera magnitud de la sección ha sido obtenida rebatiendo sobu* 
el plano horizontal Por afinidad pueden determinarse cuantos punto. 
se necesiten. En particular, el rebatimiento de los segmentos MN y Po 
dan los ejes de la sección elíptica. 

La tangente en un punto B de la sección es, como se sabe, la m 
tersección del plano secante y el plano tangente a la superficie ciíni 
drica a lo largo de la generatriz que pasa por B. La traza horizoni;il 
de este último plano es tangente en B\ a la circunferencia de 
base. La traza horizontal de la intersección de ambos planos es en 
ton res I\T 2> y como esta intersección debe pasar por B , la recta 77* 
será la tangente buscada. 

En la figura 362 se ha dibujado el desarrollo de la superficie <!< l 
tronco, cortada a lo largo de la generatriz que pasa por M. 

La superficie desarrollada tiene como eje de simetría la generan u 
que pasa por el punto más alto, /V, de la sección. Los puntos de infL 
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xión de la transformada de la sección corresponden a los puntos P y Q, 
determinados por el plano auxiliar que pasa por el centro O de la base. 

La t angen te en e l punto B de la transformada resulta determinada 
tomando B 0 T o — de la figura 361. 


OC£^ 



Fio. 361 
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O L—desarrollo de la circunferencia de la base-- 

Fio. 362 

s._ La figura 363 da la sección de un cilindro recto mediar 
plano de canto. Se ha dibujado también el desarrollo de la supe 
5 del tronco (fig. 363 bis). 


Fio. 363 
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2, — Sea (fig. 365) un cilindro oblicuo y una recta a. El plano 
auxiliar que produce la sección más simple es el que pasa por la recta 
y es paralelo a las generatrices. 



Pnr un piml.0 P> cualquiera de la recta a conducimos la paroEU t 
a las generatrices. El plano dclernunnflo por las rectas (i y b coti i t. 
superficie según las generatrices CD y KF. Los puntos P y Q, <<>>■"* 
nes a estas dos rectas y a la recta dada, son los dos puntos pcEi- 
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103. Determinar la sección recta del 
cilindro que se indica en la fi¬ 
gura. Hacer después el des¬ 
arrollo de la superficie del tron¬ 
co. Marcar los puntos notables 
de la transformada de la base. 


\ 



Ejancicro 103 


104*. Hallar los puntos de in¬ 
tersección de la recta r 
con la superficie cilindri¬ 
ca que se indica. 



Ejkkcicio 104 





Capítulo XVIII 

SUPERFICIES DE REVOLUCION 

§80. REPRESENTACION 

1 .—‘Una superficie de revolución queda perfectamente definida 
si se conoce el eje y una curva meridiana. 

El eje es considerado generalmente vertical (fig. 367). 

Entre los infinitos meridianos de la superficie conviene repre 
sentar aquél cuyo plano es paralelo a Se le llama, como ya sabe 
mos, meridiano principal. En proyección vertical aparece en verda¬ 
dera forma y magnitud; en proyección horizontal coincide con la traza 
homónima del plano que lo contiene. Cada paralelo de la superficie 
se proyecta horizontalmente según una circunferencia de centro Oí y 
radio igual al del propio paralelo; vertí cálmente, se proyecta según un 
segmento igual a su diámetro y paralelo a LT. 

La proyección horizontal de un meridiano cualquiera, L coincidí' 
con la traza homónima pi del plano que lo contiene. 

En lo que concierne a la proyección vertical, puesto que el meri 
diano principal puede ser considerado como rebatimiento de un meri 
diano cualquiera de la superficie sobre el plano vertical, se tendrá una 
afinidad homológica entre las proyecciones verticales de ambos meri 
dianos, siendo e<¿ el eje de afinidad y la perpendicular a e 2 la dirección 
de afinidad. 

En cuanto al contorno aparente sobre el plano rr 2 , es dado por h\ 
proyección vertical del meridiano principal; sobre el plano horizontal 
es dado por uno o más paralelos, según la superficie considerada. 

2 m — Dada una de las proyecciones, P ly por ejemplo, de un punlu 
perteneciente a una superficie de rotación, hallar la otra proyección I\ 
(fig. 368). 

El paralelo que pasa por P x se proyecta horizontalmcnte según 
la circunferencia de centro Oí y radio QiPu 

Las líneas de referencia por los extremos A x y B 1 del diámetro 
paralelo a LT de esa circunferencia encuentran el meridiano prinn 
pal en los puntos (¿4 2 , B 2 ) y (¿4' 2 , £'), determinando dos segmentos, 

A 2 Bi y A 2 B 2 , proyecciones de dos paralelos de igual radio y cuya;, 
proyecciones horizontales se confunden en la única circunferencia en¬ 
centro Oj y radio OiP%. 

Considerando entonces uno u otro de esos paralelos se tiene 
o P'q como proyección vertical del punto considerado. 

El problema tiene, pues, en general, dos soluciones. 
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Hallemos ahora, como problema inverso, aquellos eventuales pun¬ 
tos de la superficie conociendo la proyección vertical P E (fig. ,¿69). 

La proyección vertical del paralelo al cual pertenece P ¿ es el seg¬ 
mento A 2 B 2 > La h orizontal es la circunferencia de centro O x y radio 
0 1 A 1 igual a Oi.A 2 > La linea de referencia por P 2 determina sobre esa 



circunferencia dos puntos, P\ y P[, Las soluciones del problema son, 
pues, en general, dos; en nuestro caso, los puntos P ss (P i5 P 2 ) y 
P f E== (P', P 2 ). 

§ 81. PLANO TANGENTE A UNA SUPERFICIE DE ROTACION 

1- — La superficie es dada por su eje y por su meridiano piin 
cipal (fig. 370). El punto dado es (Pi, Pg), perteneciente a la su 
perñcie. 
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P;Uil J} nll " r el P Jílno langcnlc pedido laclaré <1, !, , i,,ioar la fun¬ 
gentes en P a dos líneas cualesquiera de le superfi: ,,ue pasan por >. 
El plano individualizado por esas dos tangentes es el plano pedido 

Jas dos lineas pueden ser el paralelo y d meridiano a los niales 
por Lene ce F. 



Ld tangen le por P al paralelo se proyecta horizontalmente según 
la tangente t± por l\ a la circunferencia de centro C) 1 y radio ÓK 
l>u proyección vertical t-, es paralela a LT. 

. P -F ^ligenle por P al meridiano que pasa por él es una recta con- 
a en el plano del meridiano. Horizontalmente, se proyecta según 
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f sobre la traza horizontal del plano. Para hallar su proyección ver¬ 
tical t' recordemos que el meridiano principal y otro meridiano cual- 
qSeraC figuras afines; y afines serán las tangentes en dos puntos 
correspondientes de dos meridianos. 

“"Ttraza entonces la tangente por f* y se une P % con el punto M 
en que aquella tangente encuentra el e)e de afinidad 0-2- La re 
MP & es la proyección vertical de la tangente al meridiano que pasa 

*** El plano a, formado por las rectas t y f, es entonces el plano 
tangente en P a la superficie dada. 

2.-Hay otro procedimiento para encontrar el 
« mía superficie de rotación en uno de sus puntos P. Recordema, 
(4 de § 70 ) que ese plano es también tangente a la SUI> ^~ C1C ¡ 01 ^ 
circunscripta a la superficie de rotación, según el paralelo al cual 

pcrtenece^el pimta ^ k superficie cónica circunscripta 

y trazarle por P el plano tangente. 

Es lo que se ha hecho en la figura 0/1. 

Si A2B2 es la proyección vertical del paralelo al cual, rie¬ 

las tangentes al meridiano principal por A 2 y B ? dan las general! 
del coiftorno aparente de la superficie comea circunscripta. 

El plano tangente a esto superficie auxiliar debe contener d- 
§ 74 ) la 1 generatriz VH que pasa por P y la tangente en H a la U, 

horizontal^de Se con la «ngen.ea b «» 

• j i a superficie Para determinar la traza «2 habna que ( i.> 
ttaTb trazaTS'de la generatriz. VH. o bien, ya que P » 
del plano, trazar por él una horizontal h, hallar su traza veit.c.i 

y hacer pasar 02 por 7 2- 

3._Un tercer procedimiento consiste en utilizar como mi peí I" ■ 

auxiliar la superficie cilindrica circunscripta a la super icio < 
según el meridiano al cual pertenece el punto, has dos¡supeih — ^ 

nen en el punto considerado el mismo plano tangent. 

. pues, a reproducir un problema conocido. 

4 _Si nos proponemos hallar el plano tangente a una SU P' 1 • 

de rotación por Z punto exterior a la misma todo puede ser re b,,■ 
, tS“? l P pl»no tangente a la superficie córnea 

superficie de rotación, siendo vértice el propio punto exten 
nrofilema tiene, en general, como es fácil comprender, nlfini . ■ 

clones Para determinarlo habría que hallar la linea de con .m " 
ambas superficies y fijar sobre ella el punto de tangencia. 

5 _ Veamos entonces cómo se encuentra lo linea de contal i" ■' 

una superficie de rotación y de una superficie cónica a ell. 

cunscripta. 
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ficic cbirbi ¡i lo largo do distintos paralólos. I folermiuada una di' oslas 
superlicios cónicas auxiliares, podemos trazarlo por el punió V los 
planos langentes. Cada uno de éstos será tangente a la superficie có¬ 
nica a lo largo de una generatriz y 1<mgenin también a la superficie 
dada en el punto común a esa generatriz y al paralelo elegido. Este 
punto es un punto de la línea de contacto buscada. Basta considerar 
entonces sucesivamente un número suficiente de paralelos para obtener 
los punto s nec esarios para su trazado. 

Sea A'JS» la proyección vertical del primer paralelo arbitraria¬ 
mente elegido; su proyección horizontal es la circunferencia de cen 

Oí y radio Ojrii. 1 .a tangente A :: M> a la superficie puede ser con¬ 
siderada como generatriz de una superficie cónica circunscripta a la 
dada, según el paralelo elegido. Se trata de trazar por V los planos 
tangentes a esta superficie cónica. 

I aia simplificar la construcción de los pianos tangentes que 
pasan por V conviene admitir que tanto esta primera superficie auxi¬ 
liar como las siguientes tengan su respectiva base en el plano hori¬ 
zontal que pasa por V. Esta base se proyecta, refiriéndonos a la pri 
mera superficie, verticalmente según el segmento ÁfJK horizontal- 
mente según la circunferencia de radio O x A\. La recta que une M 
con V nene como traza sobre el plano de la base el mismo punió V. 
.as langentes V j//i y V ¡ A, a la baso permiten individualizar las gen 
ratrices MH y MR de contacto de los planos tangentes a la superfina 
comea auxiliar. Prolongados hasta el plano del paralelo considerado 
determinan los puntos P y Q de la línea de contacto. 

Fijados otros paralelos, pueden buscarse todos los puntos nece¬ 
sarios para el trazado de esa línea. 

Notando que cualesquiera sean los paralelos elegidos siempre 
deben trazarse por V x tangentes a circunferencias cíe centro O, m- pu >. 
de* í.i.iia simplificar la determinación rio los sucesivos puntos el** r.¡r» 
gene .i a., como lo en sena la Geometría Rlc/ncníal „ dibujar la circunl 
rencia de diámetro V t Ó lt 

Los puntos de la línea do contacto situados sobre el ccua<b>r . 

C y D. determinados por la dramfurenría de diámetro V , < ,A (mi. ■ 
la proyección horizontal del ecuador. 

Los puntos do la curva de contacto .situarlos snluv < i in. n . 
principal se obtienen mediante las tangentes por \ a la j.... , r • 
vertical de ese meridiano. Son (á’ n ) y (/’ ( ¡<\,) 

Para encontrar los punios más alto y más lu/jn do| mniui nn ,q a 
r’ente observemos que el plano meridiano qn t p.r.a por \' , on hlnv 
un plano de simetría del contorno aparento i,,n r mir.s por I ;| 

ese meridiano determinarán entonces los punió, limites más alio y 
más b¿ijo. Pero es necesario llevar previamente sobre el plano tlz 
tanto ese plano meridiano como el punto !\ (orando alrededor del 
eje MO, el punto V se ubica en t 7/ = (V\ V'¿ En cuanto al men- 
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diano, cuya proyección horizontal osló en Ja recta V^O,, ornoará la 
posición del. meridiano principal. J 

Se conducen entonces las tangentes V',G' y V'l! por V' al me 
ridnano principal; los puntos de tangencia Gf/e /' determinan los na 

s!ri“ ( s',: rm * m inMu: ^ r *“ 

§82. INTERSECCION DE UNA SUPERFICIE DE ROTACION CON UN 

1 . — Se determina por puntos recurriendo a planos auxiliares con 
■vementemente elegidos. Los que dan secciones de más fácil construí 
cion son los perpendiculares al eje de la superficie (planos horizon- 
ales) o los que pasan por el. Los primeros corlan la superficie según 
paralelos, de construcción inmediata: los segundos producen secciones 
cuya proyección horizontal es la misma traza horizontal del plano 
auxiliar considerado y cuya proyección vertical es de fácil doler- 
mi nn cion. 

Uno cualquiera de Ls plan.* auxiliare- corta el plano secan!, 
según una recta r. y entornes los eventuales puntos de intersección de r 
con a curva c - determinada por ese mismo plano auxiliar al cortar 
la superficie dada, son punios de la sección pedida. 

Considerando un numero suficiente de planos auxiliare- * „i, 
tienen los pinitos necesarios para el trazado de esa sección. 

“• -Trátese de una superficie de rotación dada por su eje (e¡ m; 
y su meridiano principal (;n a , (fig. 373 ). Sea («., el plañí, 
secante. ' ' 

Consideremos varios jdanos auxiliares horizontal.'-.. Sea '< ■ uní) 
de ellos. Este determina en la superficie el ¡.aralelo qnñ s <- provecto 
vcrticalmente según el segmento horizunlalmul,.. M-gúu 1-. - ir 

cunferencia de centro O, y radio O^M,. 

L1 plano secante a es cortado por y 3 según la recta hori/.ni.lai 
( i> hs), y entonces los puntos A y B. comunes a esta recta v .i míe 
paralelo, son puntos de la sección que se busca. 

Y así para otros planos auxiliares. 

En estas secciones interesan los siguientes puntos iiDlable-r 
. 1 * Los puntos sobre el ecuador. Ellos separan en pr.ne.-C - 
lonzonlal la parte visible de la sección, de la parle invisible (plan.: M 

~ v Los pimtos que están sobre el meridiano principal Eli, ■ 
paran en la proyección vertical la parle vi-ibl. ¡I, la •,>..-¡ún I 
parte invisible (plano e). 

T Los Puntos más alto y más bajo. Para y., 0 ... . |. 

sección entera es sunetnca con respecto al plano v, , ,,v , i, 

pasa por O x y es perpendicular a Como esos pmii.r, 

" ,os Izanos íx y ¡ 3 , pertenecerán a su intersección a ir.) v > 
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tenecej án. también, naturalmente, a Ja sección meridiana producida en 
la supcríicie por el plano auxiliar |I 

Debemos hallar entonces los dos puncos de intersección de la recia 
a y dc la sección meridiana determinada por f¡. Para simplificar pro 
cederemos como en 4 del parágrafo anterior. (ditaremos Ja recta a y 
el plano () hasta colocarlos paral el amen te al plano vertical de proyec¬ 
ción. Las nuevas proyecciones de a serán O ¿I» y a ' y la nueva 
traza de [5 será La sección meridiana contenida en ¡H será ahora 
el meridiano principal cortado por (OJ y , a',) en los puntos G f y H* 
Volviendo a la posición primitiva resultan los punios G > /'/ buscados. 

d..---.La tangente a la curva de la sección plana encontrada en 
uno cual quiera cíe sus puntos queda determinada como intersección del 
-plano dado a y del plano tangente a la superficie en ese punto. 

En la figura 374 se ha representado la misma superficie do rota 
ción del ejercicio anterior y un punto S es (5' 1? S : >) de la sección pro¬ 
ducida por el plano a. 

El plano tangente por S a la superficie puede ser ha 11 ario mediante 
cualquiera de los procedimientos indicados. Nosotros lo hicimos por 
afinidad, obteniendo así sus trazas 5i y 8 2 . La recta t ¡== (?,, u), inter¬ 
sección de los planos a y 5, es la tangente por S a la sección plana. 

4*—Nos proponemos encontrar ahora el punto de intersección 
de una recta y una superficie de rotación. 

Por la recta dada se hace pasar un plano auxiliar. Se busca 
la sección, producida, y entonces los puntos comunes a esta sección 
y a la recta son los puntos pedidos. 

Es lo que se ha hecho en la figura 375. La recta dada es 
rE== (n. r 2 ). Los puntos de .intersección hallados son P y Q. 


8 83. SUPERFICIE ESFERICA 

1. — La superficie esférica es una superficie de revolución engen¬ 
drada por una semicircunferencia que gira alrededor de su diámetro. 

Es de revolución con respecto a cualquiera de sus diámetros, v 
entonces, cualquiera sea el piano secante utilizado, la sección es s.r>m 
pro una circunferencia. 

En particular, si el plano secante pasa por el centro, la sección 
lis una circunferencia máxima de diámetro igual al de la superficie 

En caso contrario la sección es una circunferencia menor . 

2* La proyección de ima superficie esférica sobre cualquier 
plano es una circunferencia máxima. 

La representación de una superficie esférica puede estar con si i 
luida entonces por dos circunferencias de diámetro igual al do la u 
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pérfido, y tales 

que sus centros j e 2 

Oí y 0 2 estén 
sobre una mis- 

ma línea de re- /F [ 

ferencia (figu- / 2 ¡ |?\ 

ra 376). Puede / \ 

tomarse como E¡« — — - -4 — 

eje de rotación 4 K ¡ J ¿ 

la vertical e, \ ¡ /[ 

proyectada ho- \l j y I 

rizontalmente | 

en 0 ]? y como 

generatriz la I 2 

semicircunfe¬ 
rencia A 2 B 2 C 2 i 

de centro 0 2 . ~-—-—--- - T 

El meridiano ! | _ 

principal es Ja J 

circunferencia 
^2 Bo Cu Do . Ca - 

da paralelo de /| \ 

la superficie se 1/ j \ \¡ 

proyecta hori , \¡ \í \ V 

zonta 1 monte se- Bif —¿——L -J L ¡ 

gún una cir- H Í\1 e <)Q t 7 

cunfei'eníia do \ V y j 

ceníro Q h ver- \ ^ >/ 

ti calme nte so- 
gún un. sfig- 

menlo de recta Fig. 376 

paralelo a /7/\ 

, m ¿.fe 3 / 7 * Indeterminación de-la proyección horizontal de 
PVnl ° 1 de Ja ^i^rñcie cuando se conoce su proyección vertical 

ttuntos ~P P] ? n ° Ul T n V ^ su P erfide esférica por uno de sus 

[ido í; Sí r Wbte ? jdc> empleando el método general estable- 

«ido para las superficies ae revolución. 8 

Puede procederse también así- 

tocado.” I" ,as «w» A y f « e! plaio 

, 4 ‘— • En >" %>»» 379 * >>a determinado la sección do „„„ 
fuie estenca mediante un plano de canto. 
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La proyección vertical de la sección es el segmento A,B, do traza 

vertical del plano secante. t TT + 

La proyección sobre el plano horizontal es una elipse. n P 
cualquiera, P, de la sección se obtiene utilizando un plano auxiliar 
horizontal (3, que corta la superficie según un paralelo y el P lano « 
según una recta de punta, r. Resultan entonces simultáneamente los 

dos puntos (P u P 2 ) y (P[, P s ) ¿e la sección - 




Fig. 377 


Los puntos Ai y 5, limitan el eje menor de la elipse. La perpe., 
dicular al segmento en su punto medio C 1} permite hallar el 'T 

1Uay La^tersección del plano secante con el plano del ecuador ha< 
conocer los puntos Qi y sobre el contorno aparente horizontal. 


5 .— En la figura 380 se ha determinado la sección produi i 
en una superficie esférica mediante un plano diametral. 

En primer lugar fueron determinadas las trazas (ai, as) Qel i’ 
no mediante las proyecciones de la horizontal («i, " 2 ) ti ue P aw 1 
el centro O de la superficie. 


X u 
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La sección producida es, natiu-almcnte, una circunferencia má¬ 
xima cuyas proyecciones sobre los planos Jij. y jtg son elipses. Que¬ 
remos individualizar estas elipses. 

Entre los infinitos diámetros de 3a circunferencia máxima antes 
mencionada hay uno, el paralelo al plano horizontal, que se proyecta 
sobre este plano en tamaño real Ají í 1; segmento de la recta h v En 



Fig. 378 


AyBi tendremos entonces el eje mayor de la elipse según la cual se 
proyecta la sección sobre el plano rtj. 

El eje menor estará sobre la perpendicular por O, al segmento 
/tjSj. Para determinarlo hagamos el rebatimiento sobre Jtj del plano 
vertical (3, que contiene el diámetro cuya proyección da el eje menor. 
Oirando alrededor de (n, la circunferencia determinada por ¡3 en la 
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superficie se ubica en la circunferencia de centro (O) y radio igual 
ai de la superficie. Como el punto 1\ 9 traza horizontal de la recto 
que contiene aquel diámetro, no se mueve, Ti (O) será el rebatimiento; 
de la recta y (C) ( D ) el rebatimiento del diámetro. Volviendo a la 
posición primitiva se obtienen en Ci y D i los puntos que limitan el eje 
menor de la elipse. Esta puede ser trazada entonces. 



Fio. 379 


En la proyección vertical se procede en forma análoga, no».t 

que el diámetro EF de la sección, paralelo al plano vertical, da en F .1 
el eje mayor de la elipse. El otoo eje se obtiene rebatiendo sobre u, ♦ i 
plano de canto y que contiene el diámetro cuya proyección v« Mi. 
es el eje menor de la sección. Volviendo a la posición primitiva i < <.iu 
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en el referido eje. La proyección vertical <le la sección puede 

así ser construida. 

6 .__Nos proponemos determinar ahora la sección producida en 

una superficie esférica por un plano cualquiera no diametral (fig- 381). 

La sección es siempre una circunferencia, pero no máxima, como 
en el número anterior. Su centro O' no será el centro O de la super¬ 
ficie, de modo que lo primero que debe hacerse es ubicar las proyec- 
ciones de 0\ proyecciones que serán centros de las elipses según las 
cuales se proyecta la sección. 

La Geometría Elemental enseña que la recta que une el centro 
de la superficie esférica con el centro de una sección producida me 
diante un plano secante es perpendicular al plano. Las normales r-, 
y r 2 a las trazas cu y u¡2 del plano secante son entonces las proyecciones 
de la recta 00', y el punto O' = (0' 1? & 2 ) es la intersección de r con n. 
Por fácil y conocida se suprimió en la figura la 'construcción auxiliar 
de esa intersección. 

Para determinar la elipse correspondiente al plano n, pensemos 
que de los infinitos diámetros de la sección hay uno. el horiznnial, /!/>', 
que se proyecta sobre Jti en verdadera magnitud y que da. en conse¬ 
cuencia, el eje mayor de la elipse. La paralela por 0' x a la traza a\ nos 
da así la dirección del eje mayor. _ 

Pensemos también que hay otro diámetro, ( O, de la -eciion. 
perpendicular ai primero, es decir, situado sobre una recta re rnaxima 
pendiente del plano a, cuya proyección es perpendicular a la dirección 
del eje mayor. El nos dará entonces el eje menor de la elipse. 

Conocidas las rectas sobre las cuales están ambos ejes, hallemos 
sus longitudes. Para esto consideremos el plano (3 que proyecta hori¬ 
zontalmente el diámetro CD de la sección, y hagamos su rebatí miento 
sobre jti girando alrededor de (3i. La circunferencia maxima producá a 
por (3 en la superficie esférica se rebate en la circunferencia de centro 
(O) y radio igual al de la superficie. El centro O' de la secci ón se 
rebate en (O') y la recta CD se ubica en ñriXX). El segmento (C) (D) 

es entonces el rebatimiento del diámetro CD. 

Volviendo a la posición primitiva queda determinado el eje menor 

QJDl Y como (C) (D) es la ver dadera magnitud del diámetro de h 
sección, bastará tornar AxB\ ” ( C)(D ) para individualizar el eje 
mayor. 

La elipse ya puede ser trazada. 

En forma análoga se procede para determinar la proyección ver 
tica! de la sección. 

7 ._Hallemos la intersección de una recta rra (r u r 2 ) con una 

superficie esférica de centro O ^3 (Oj, O*) (fig- 382). 

Por la recta se hace pasar un plano auxiliar. Los puntos comunes 
a la sección producida y a la recia dada son los puntos buscados. 
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Como plano auxiliar hemos utilizado el que proyecta horizon¬ 
te luiente la recta r. 

Las perpendiculares por 0¡ y 0-¿ a las trazas del plano auxiliar 
permiten localizar el centro C s (Cj^C 2 ) de la sección. La proyección 
horizontal de ésta es el segmento A x Bx, verdadera magnitud del diá- 



l 
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metro n;>r ■ o.si jouí I K\r) l.o. Si r-alr.ure , i i • ■ - <1 j'l.mo ;'t¿ tanto 

la sección corno ia recia, se obtienen pn.nl.us comunes (P) y (Q ), 
Al deshacer el rebatimiento los puntos (P i, P 2 ) y (Qi ? Qi>) son los 
que se buscan. 


n 2 



Fio. 383 


Si se quiere, puede hallarse también la proyección vertical de la 
sección, operación que, como se ha visto, no resulte indispensable en 
este problema. 



SU PER 
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8.— La superfino esférica no es desarrollnblo. Estudiaremos cu 
tonces únicamente su desarrollo aproximado, de interés práctico en 

calderería sobre todo. 

Dos son los métodos utilizados: desarrollo aproximado por husos 
y desairólo aproximado por zonas. 

En la figura 383 se tiene una superficie esférica dividida en doce 
partes iguales o husos por medio de meridianos, cuyas proyecciones 
horizontales son diámetros del contorno aparente y cuyas proyecciones 
verticales son elipses. 



La superficie de un huso no os desarrolla ble. Se trata entonces 
de reemplazarla por medio de una superficie piona suficientemente 
aproximado. Para esto so dibuja un rectángulo ÁfíCD cuyas dinien- 

-—. \ m 1 ü 

filones sean AB - ~~~ de la circunferencia máxima, o sea, ÁB : - longi 

tud del arco del huso tomado sobre el ecuador, y A O ~ ~ de la cir 

cunferencia máxima. Se marcan los puntos medios M y N de los seg 
montos AB y DC y P y Q de los segmentos Al) y BC. Se hace pinar 
un arco do eirá inferen ría por los puntos M, P y /V, y otro por Af, (J 
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y /V, y entonces la superficie phma MQNPM es el Ies arrollo apro¬ 
ximado de uno de los doce busos de la superficie. 

La figura 384 da, mediante este método, el desarrollo aproximado 
de la mitad de la superficie de una esfera. 

El segundo método es el desarrollo aproximado por zonas. En 
la figura 385 la superficie esférica ha sido dividida en zonas: I, II, 
III, IV, .. mediante planos paralelos tales que ■--- B 2 Cl ~ 

= C 2 D 2 = . .. Reemplazados los arcos A 2 B 2 . B*>C 2 , C*¿D .. ., por 

V 1 



las cuerdas respectivas, cada zona puede ser reemplazada, con cierta 
aproximación, por la superficie lateral de un tronco de cono. La 
zona II, por ejemplo, puede ser reemplazada por la superficie lateral 
del tronco de cono cuyo vértice es V í, 1 y cuyas bases son los circula* 
determinados por los planos paralelos de trazas verticales B' 2 B 2? 0 2 CV 
Esta zona II ha sido desarrollada, aproximadamente, al lado do 
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la vertical de la .suparí a ir e-d'erii.íi ulili/amiu u'itid ra !i 

del sector circular el segmento Vi, 1 ¿2, 

En la figura 38(3 se lia obtenido o) desarrollo de las cuatro zona 
de la mitad superior de la superficie esférica. 

§ 84. APLICACIONES 

— En la figura 387 se ha hecho la representación de una he 
veda esférica. 


Sai 


Fig. 387 


El lector puede notar cómo las ¡untas de las distintas dovelas se 
proyectan sobre el plano vertical según segmentos de rectas o arcos 
de elipses. 

En la figura 388 se reproduce la cúpula de Santa María de las 
Gracias, de Milán, que tiene bóveda mural interna esférica y techo 
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§85. TORO 

1. — Cuando una circunferencia gira con su plano alrededor de 
una recta situada en su plano y que no corta la circunferencia hasta 
volver a la posición primitiva, se tiene una superficie de rotación 
llamada toro . 

La figura 389 da la representación de un toro cuyo eje de rota¬ 
ción es vertical. 



Fig. 388 


El contorno aparente sobre el plano horizontal es dado por las 
proyecciones de sus paralelos máximo y minimo. Sobre el plano 
vertical es una linea mixta única. 

2, — Dada una de las proyecciones de un punió de la superficie, 
la vertical por ejemplo, se determina la otra proyección empleando 
e) método general dado para las: superficies de rotación (fig. 389). 
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r \ ■ ¡ firma el paulo (/li, A*¿) es visible sobre ei , : : c ^ 
e mvhibie sobre el Jti; el (AJ, A 2 ) es invisible sobre ambos planos. 

El pimío (/J lfl /J 2 ) es visible sobre ambos planos; el (#' B*¿) es 
visible en proyección horizontal e invisible en proyección vertical; lo 
mismo or.uiTíj con los puntos B 2 ) y (¿?"' ¿ 3 ). 



Fig. 389 


3. — Hallemos la sección plana de un loro. Sea (<i]„ <w .) el plano 
secante (fig. 391). 

Se puede recurrir a planos auxiliaros horizontales. El de traza |V ? 
por ejemplo, corta la superficie según dos paral (dos: <d < le radio Oí Ai 
y el de radio OiB j. Corta, además, el plano dado según la horizontal 
{h u h¿). Los puntos 1, 2, 3 y comunes a esta recta y a aquellos 
paralelos, son puntos de la sección buscada. 
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Y así para olios punios. 

Especial mi portan eia tienen les puntos 5, 6, 7 y 5, ptn tcneexen¬ 
tes a los paralelos máximo y mínimo, pues ellos sejjaran en la pro¬ 
yección horizontal la parte visible ele la invisible; y tienen también 


i 



importancia los puntos 9> ÍO^ Í1 y Í2, por ser los puntos mas bajos y 
más altos de la sección. 

La tangente a la sección por uno de sus puntos se determine 
siguiendo el método general corno intersección del plano tangente 
a la superficie en ese punto y el plano secante. 
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4* — La figura 392 d.a la sección de un loro mediante un plano 
paralelo al plano vertí cal y tangente en un punto de la circunferencia 

de garganta. 



Fig. 392 


Sea a el plano secante, tangente en P a la superficie. Determine 
mos algunos puntos de la sección. El ecuador proporciona el punto 
( A *, A¿) ; los paralelos más bajo y más alto proporcionan los puntos 
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(Bi, ¿ío) y (Cu C' 2 ), los paralelo Minad: »s 01 ei jiiam» u\ ÍoPüuo que 
pasa por M 2 , por ejemplo, determinan los punios (Ü Í9 0 2 ) f (E x , ¿a), 
Va, *■), (Gi, Gi), etc. 

I 


í 


L 



Fio. 393 




Unidos los puntos obtenidos se obtiene la curva de la sección. 
Tiene la forma de un ocho y se llama lemnisco?a . 
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5* — Para hallar la intersección de una recia AB con un tero 
se sigue el procedimiento general conocido (fig, 393). 

Se hace pasar por la recta un plano, el que la proyecta horizon¬ 
talmente, por ejemplo. Se halla la sección producida por este plano, y 
entonces los puntos P y Q, comunes a la recta dada y a la sección, son 
los puntos pedidos. 


EJERCICIOS 


! 



Ejekcício I0G 
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109, Construir el plano tangente a 1 k 
superficie de revolución dada en 
la figura, conocida la proyección 
horizontal P 1 del punto de tan¬ 
gencia. El punto P pertenece a la 
superficie. 


110. Representar una esfera de radio igual a 4im y que sea tangente a 1 os dos 
planos de proyección. 

111 Representen una esfera de indio igual a 5 cm que sea cotuda por el plano 
según un círculo dado. 



Ejercicio 1K 
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122. he;: •■•sénior u(l,t Ctiíe.ra (. 1.110 í:íí('í; ' .■ . , ( ¡ • 

«!.((.!(, a M-pÚll un círculo .¿,l.io, .*( uo, o J' i,!,. .! 1!' • 

ai a, búllese la intersección de los dos planos, rebátase sobre 4, etc'' *"' 

113. Construir la linea geodéti» para dos puntos A y B de una superficie esférica 
d cen . t, ° dado °, y r - Hágase paralelo a ji, el plano ABO, dibújese ¡a 

/CcoQodendo^" t,m S en,e . a u,,tt superficie esférica per una de sus puntes 
115. Hallar la intersección del toro con la recta indicada en la figura. 


s ) El arco AB de circunferencia máxima de una superficie esférica de la 
Astanua mínima, sobre esa superficie, entre los puntos A y B. Por esta propiedad 

mmt°° a B bT Unea g f°ff stca ’ ° WsV/co. de ia Superficie esférica, entre sus 
puntos H y B. En general, llámense linca, *,.oAW de „„„ superficie aquellas 
lineas trazadas sobre esta superficie tales, qu<- todo arco r.u.venienieineiile limitad.. 

7* ti M lde i Ia “ ltuma dl f tEmaa enlre extremos, f u el caso de superficies 
oesaiTollobles las lineas geodésicas tienen lr»^U>rmm)<¡r^ rectilíneas 




Capítulo XIX 

SUPERFICIES HELICOIDALES 

§86. HELICE CILINDRICA 

1 ._. Si suponemos una sección recta Q de una superficie cilin¬ 

drica e imaginamos que un punto móvil P, partiendo de la posición 
inicial 1\ sobre Q se mueve sin salir de la superficie, de modo que 
a cada instante permanezca constante la relación k entre el segmento 



I\P (distancia del punto a la sección recta) (fig. 394) y el arco co¬ 
rrespondiente P„P-i, es decir que 



P«P, 
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el hií^ir geométrico de las di>LiiiL-.. po.«<ioiu;> d,- / ; ,,, ( ,Munve r f , J({ 
curva alabeada que se llama hélice cilindrica. 

El segmento PiP es la ordenada del punto P con respecto al 

plano de la sección. El arco P 0 P 2 es su abscisa curvilínea. El eje de 
la superficie es el eje de la hélice . 

Continuando el punto P su movimiento, ocupará en cierto ins¬ 
tante la posición P 7 sob re la generatriz de la superficie, que pasa por P, 

La distancia P 0 P f — p es el paso de la hélice, y la porción de esta 
curva comprendida entre P 0 y P f constituye una espira de la hélice. 

Si / es la longitud de la sección recta de la superficie, se tiene, 
evidentemente, 



es decir, 

p = ki 

Como caso particular, si la superficie cilindrica es de rotación, 
la bélico es llamada cilindrica circular , y entonces 

p “ 2 xrk . 

En este caso suele definirse la hélice como el lugar geométrico 
de las distintas posiciones de un punto P que recorre con moví míenlo 
uniforme una circunferencia, mientras ésta se desplaza, también con 
movimiento uniforme, manteniendo su plano perpendicular a la recta 
lugar de las distintas posiciones de su centro. 

2. — Se sabe que en un plano el lugar de puntos tales como 
P 9 P í 9 P'\ . .. (fig. 395), cuyas distancias a una recta fija x mantienen 



una relación constante con la distancia de los respectivos pies a un 
punto fijo O de la recta, es otra recta s. Se comprende entonces que 
la transfonnada de una hélice cilindrica es también una recta, v la 
hélice es, en consecuencia, la línea de menor longitud, o sea, la" línea 
geodésica , entre dos puntos de una superficie cilindrica no situados 
sobre la misma generatriz. 

3. —De cuanto precede resulta el procedimiento para construir 
con facilidad la representación de una hélice, dibujando primero sobre 
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el pjiiiio (!rl desarrollo mu recia $ y pa mido luego 
cilindrica primitiva. Supongamos que ésta sea de roí 
dicular a ny (fig. 396). 


a la sí fj un <ci.' 
jción y perpen 


La ju eyección horizontal de la hélice coincide-, naturaíincute. con 
el contorno aparente horizontal de la superficie cilindrica, es decir, 
con la circunferencia de la base. Para hallar la proyección vertical 
se ha trazado a la derecha de la figura el desarrollo de la •dreunfe- 
rencia de la base, el paso y el desarrollo de la hélice. 

Considerado el punto P 0 como origen de las espiras, se ha divi¬ 
dido la circunferencia, su desarrollo, así cómo el paso, en cierto 
número de partes iguales, doce en nuestro caso. Entonces, basta llevar 
sobre las proyecciones verticales de las distintas generatrices, a partir 
del pitillo de la sección recta al cual pertenece P 0 , a partir de LT en 
nuestro caso, segmentos iguales a los comprendidos entre la transfor¬ 
mada de la circunferencia de la base inferior y los puntos en que la 
transformada de ia helice encuentra las respectivas generatrices del 
desarrollo. Resulta así, como segunda proyección de la hélice, una 
sinusoide, 


4. — Hemos visto que, cualquiera sea el punto P de la hélice 
considerada, verifícase que 

PiP 

' y—s ■ — constante = k 


Si P X P se vuelve igual al paso, el arco se vuelve igual a la cir¬ 
cunferencia de la base, y entonces verifícase también 

_í_ = * 

circunf. 


Pero el triángulo rectángulo dibujado a la derecha de la flgu 
ra 396 hace ver que 

_ P _ 

circunf, *8^* 

luego, 

* “ tga. 

Este ángulo a recibe el nombre de ángulo de pendiente de la 
hélice. 

Supongamos ahora (fig. 397) dos puntos, M y N 7 de la hélice, y 
hagamos pasar por sus correspondientes generatrices el plano secante o. 
Por definición de hélice verifícase 


M X M = Ñ t N 

PoMi PoN t 
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o, lo que es lo mismo, 

AVV _ PJVi (- 1} 

MM PMi 

Por otra parte, los triángulos semejantes MMM Y M„N,N dan 

= ÁyV |-2i 

~M„Mi MM ' 

Comparando [1] y [2] se obtiene 

Nj. _ i'VVT 

M.Mj Z® 



Fie. 397 

de donde, por conocida propiedad de las proporciones. 

MiZVi _ MJVi 
WoM-í PÓMi 

PMi = Wíi_. 

MoM-, M-iNi 


o, lo que es lo mismo, 
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■Si íi. •• 'i I* .í- I-I f-, if-iií i nr. I. ; ! r a AA !;■; \! 


tiende a sor Ja tangente en A/ a ia hélice y el cociente tiende 

MiNi 

a la unidad. 

También tendera a la unidad, entonces, el cociente 


En el límite so tiene, en consecuencia, la tangente t en A/ (fi¬ 
gura 393) y 

Í\M] = MJ ¡?!. 



Fxg. 398 


Resulta así: 

l 9 Que la tangente a la curva en uno cualquiera, M. de sus pun¬ 
tos, forma con el plano de la base un ángulo cuya tangente trígono 
métrica es igual a la del ángulo de pendiente de la hélice. 

En efecto: 

MiM = JÜM ^ k _ 

Mjvf í PMi 

2 9 Que la proyección sobre el plano de la base de la porción di- 
tangente comprendida entre el punto de contacto v el punto en que 
la tangente encuentra el plano de la base os igual a ja abscisa curvé 
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linea del punto, les i a proyección recibe el nombre d< '¡fibíauyynlc «le 

la curva en el punto considerado. 

5, — Se tiene, entonces, que las trazas sobre el plano de la fiase 
de la superficie cilindrica de las tangentes a la hélice, conducidas por 
puntos A y B y C y D, . . de la misma, son puntos Ai, H\ , H\ y HV de 
la evolvente de la circunferencia de la base (fig. 399). 



6 . — Se tiene, también, que la verdadera magnitud de una por¬ 
ción de tangente, CH\ por ejemplo, comprendida entre el punto C de 
tangencia y la traza H f sobre el plano de la base, es la verdadera 
longitud de la parte ABC de hélice correspondiente. 
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7„ Cun.strii- 
yamos ahora la tan¬ 
gente a la hélice por 
uno de sus puntos 
P (fig. 400). 

Se sabe que la 
tangente a la pro¬ 
yección de una cur¬ 
va es la proyección 
de la tangente a la 
curva. Entonces, la 
tangente por P x a la 
circunferencía de 
centro 0 3 es la pro- 
yecd ón h o r izonta 1 
de la tangente 
buscada. La traza 
horizontal de la tan 
gente / se indivi¬ 
dualiza í á c i 1 rnent e 
recordando las con¬ 
clusiones del punto 
4 de este parágrafo* 
es decir, basta to¬ 
mar sobre ti el seg¬ 
mento P X H i =■• arco 
A\Pi rectificado, 
tina línea de refe 
renda por H x de¬ 
termina // 2 ; se une 
después U 2 con P 2 . 
Quedan así halladas 
las proyecciones ti 
y de la tangente 
buscada. 



§ 87. SUPERFICIES HELICOIDALES 

i* 1 *~ Se eI nombre de superficie helicoidal, o simplemente 
.le ícoide, ala superó cié engendrada por hélices de eje común e igual 
paso, descriptas por los diferentes puntos de una línea dada. 

Suele ser definida también corno engendrada por la composición 
de un movimiento uniforme alrededor de un eje, con mi movimiento 
de traslación paralelo al eje, efectuado por los distintos puntos de una 
linea dada. 

Toda superficie cilindrica de rotación cuyo eje coincide con el 
eje de una superficie helicoidal determina sobre ésta una hélice de 
paso igual al de las infinitas hélices que contiene el helicoide. 
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En general, ios helicoides son superficies alabeadas nu desama- 

ilables. 

2._La linea móvil que engendra el helicoi.de puede ser una 

recta. Di cese entonces que aquél es un heücoide regla o. 

Si la recta generatriz se apoya en el eje,Este eje sera una directriz 
rectilínea de la superficie reglada y se tendrá un hehcoide a directriz 
rectilínea o cerrado, que podrá ser recto u oblicuo según que la ge. 
ratriz forme o no un ángulo recto con el eje. , 

Si la generatriz es alabeada con respecto al eje,, se obtendrá un; 
helicoide abierto, que también puede ser recto u oblicuo. 



En un helicoide abierto habrá una hélice de radio mínimo igual 
a la mínima distancia entre la generatriz y el eje: es la helice <U 

garganta^ gg cen . ad0j la hélice de garganta se reduce al eje 


3 ,_Como caso particular, un helicoide reglado puede ser de. 

arrolla ble Ocurre esto cuando es la superficie lugar de las tangen l« 
a una hélice circular (fig,401). Su representación se reduce entorna 
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a conducir por un número suficiente de puntos de la hélice las corres¬ 
pondientes tangentes. Las trazas de estas tangentes determinan sobre 
cada plano de proyección la traza de la superficie helicoidal. 



Fio. 402 


Es lo que se ha hecho en la figura 402 para la traza horizontal. 

4. — Como el helicoide al cual nos referimos es desarrollare, el 
plano tangente en uno de sus pimíos lo es a lo largo de la generatriz 
que pasa por el punto y contiene, además, la tangente a otra curva 
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de la superficie en el punto común a esta curva y a la generatriz 
de contacto (fig. 403). 

Siendo, en general, conocida la traza horizontal de la superficie, 
el plano tangente queda individualizado mediante la generatriz g 
que pasa por el punto dado P y la tangente t a la traza horizontal de 
la superficie en el punto Q, común a g y a esa traza horizontal. 

La figura 404 da la correspondiente representación. 

5.— El helicoide desarrollable tiene la propiedad de poder desli¬ 
zarse sobre sí mismo, sin estiramientos ni roturas, mediante un movi¬ 
miento helicoidal continuo que va desarrollando la superficie hasta 
transformarla en un plano. Durante este movimiento la hélice direc¬ 



triz no cambia de curvatura ni de longitud. Solamente cambia de 
forma, pasando de curva alabeada a curva plana y siendo su trans 
formada un arco de circernierencia. En cuanto a las distintas genera 
trices, continúan durante ese movimiento de desarrollo siendo tan 
gentes a la hélice directriz y tangentes a aquel arco de circunferencia 
una vez concluido el desarrollo. 

Para el trazado del desarrollo debe determinarse en primer té¡ 
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siendo r el radio de la base de la superficie cilindrica y a el ángulo 

que la tangente a la henee 
forma con el plano jti (ángu¬ 
lo de pendiente). 

Puede calcularse tam¬ 
bién gráficamente en la for¬ 
ma que indica la figura 405. 

Obtenido q se dibuja una 
circunferencia de centro O y 
radio q y se determina sobre 
ella un arco de longitud igual 
a la hélice correspondiente a 
la porción de helicoide que se 
quiere desarrollar. 

En la figura 406 se ha desarrollado el helicoide representado en 
la figura 404. 




Fio. 406 


La longitud del arco AB es igual a la longitud de la parte <1< 
hélice directriz correspondiente. Esta longitud aparece en tamaño 
en el segmento de la figura 404. 
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Dividido el arco en nueve partos iguales 
por cada punió de división. 


• debo trazarse la tangente 


Se puede (razar pri mero la tangente BC en el punto B del arco. 

u°í lgllu ^ es < * a ^ a P or que es también la longitud de la parte 

de «ence correspondiente y también, segiin acabamos de establecer, la 

longitud del arco AB. 


Dividido entonces AB en nueve partes iguales se trazan, a partir 
de 1, las otras tangentes, llevando sobre cada una de ellas longitudes 

iguales a ~BC,~BC, etc. 

los extremos obtenidos permiten dibujar el desarrollo del heli 
coicle dado. 


6* Entre los helicoide $ reglados hay uno particularmente im¬ 
portante por su aplicación en la construcción de filetes triangulares. 
Es el llamado hehcoicLe oblicuo . 

Su superficie es engendrada por una recta generatriz que se 
muc\e apoyándose constantemente en una lié]ico cilindrica circular 
y en el eje de esta misma hélice, formando, a demás, un ángulo inva 
ríanle, no recto, con el eje mencionado. 

Se comprende entonces que cada punto déla recia generatriz des 
cube otra hélice de paso igual a la dada sobre otra superficie cilin¬ 
drica coaxial con la dada. 

Tai a obtener la representación de este helicoide se representa pri 
meio la nolice directriz de la superficie (íig. 407) y se une el origen 
~ A 2 ) de la curva con un punto B B 2 ) del eje. La recta 

AB constituye la posición inicial de la generatriz. Para obtener las 
posiciones sucesivas de AB se hace que gire alrededor del eje, de un 
ángulo correspondiente a 1, 2, 3, . divisiones iguales previamente 
establecidas, y, simultáneamente, que suba de 1, 2, 3, . . divisiones 
iguales, también establecidas, sobre el eje. El lugar de todas las posi¬ 
ciones de la recta AB es el helicoide buscado. 

En la figura se ha limitado el helicoide representando solamente 
la superficie comprendida entre el eje y la hélice directriz. 

El helicoide oblicuo constituye una superficie no desarrollable. 
pues dos generatrices sucesivas no son coplanares. En efecto, ellas no 
son paralelas, pues, por ejemplo, P 2 es proyección vertical de dos 
puntos (P ly P 2 ) y (Q 1? Q 2 ) de distinto alejamiento, y los puntos si¬ 
tuados sobre la vertical por 0 1 tienen todos cota distinta. 

pleuo tangente al helicoide oblicuo en uno de sus puntos 
queda individualizado por la generatriz que pasa por el punto y por 
la tangente a la hélice que pert ene riendo a la superficie pasa también 
por el punto. 

Sea P el punto (fig. 408). La generatriz que pasa por él es 
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^ felice qu< j'íi a ]K ?i I' !. í: . \ . : ;i s 1 / m! inlnicnte según la 

circunferencia de radio /Ü/Px. i.a ut e por P a la hélice tiene 

como proyección horizontal la recta /, tangente a osa circunferencia* 
su traza horizontal H se determino .. 4 „ §8h) marcando sobre eí 
punto H u tal qu el\H 1 sea igual a la a!. M -Ísa curvilínea del punto P. 



Uniendo // 2 con P 2 se tiene la proyección vertical de la tangente a 
la hélice. 

El plano tangente pedido queda así determinado mediante las 
rectas MP y t. 
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Si se quiere, pueden hallarse sus trazas. 

8.-— Si se corta el helicoide oblicuo mediante un plano horizontal, 
se obtiene una espiral de Arquímedes de lacil construcción. En 
efecto (fig. 409), M 2 da M ly 7V 2 da I\\> ote. 



9.-—Una aplicación importante del helicoide oblicuo es el tor 
ni 11 o a filete triangular. 

En general, un tomillo consta de una parte cení ral maciza y 
cilindrica, llamada núcleo 7 y de una parte periférica, el filete, de for 
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tria i i * • i i • mí la J. engeudjuda j : e 
plana adyacente a una de las 
alrededor del eje 
de os1 1 1 mismo ci- , 

lindro. 

Ln oí caso 

dei tornillo a fi- i 

lelo triangular 

la Jigura plana 

que gira es un 

Irmngnlu i sos ce- ”"2 

los A/U (Jigu- 

ra II í 5 ;. ¡onleni- paso 

do en un plano 

cjui: pa-a por el _j... 

oj<*_ y roya base 
Ai pertenece a 
una do Jas gene¬ 
ratrices del. cilin¬ 
dro. Lí paso de 
las hélices des- 
ripias esjguai a 
la b<ne AC del 
triángulo. 


J; 1:1 '■ 11 *m i• 11 !' > i».. ¡ i. n>n.i! (ir una i ignrn 
geuí'i al 111 es del cilindro del núcleo 



Fig. 410 


hd ángulo O que corresponde al vértice B es constante para cada 
tipo de filete, variando entre 52° y 60°. En el sistema Whilworth, 
O y- tv ; : en el sistema internacional. O -- 60°. En la práctica, para 
evitar la arista aguda determinada por la hélice que describe el vértice 
saliente B, se corta el triángulo generador mediante una recia r pani- 
leia h la base AC a una distancia que en el sistema Whitworth vale 
de Ja altura h dei triángulo generador. 

Lo mismo se hace con las aristas entrantes que corresponden a 
las hélices des criptas por los vértices A y C, 

I-a figura 411 da la representación de un tomillo.de rosca trian 
guiar. 


Fueron trazadas en pri mer t érmino dos hélices sobre las super¬ 
ficies cilindricas de radios 0^4 x y O JA', se trazó luego el cfmtin-.no 
aparente sobre el plano vertical de las superficies helicoidales des 
criptas. En rigor, este contorno aparente hállase constituido por las 
euvolvent.es de las proyecciones de las generatrices de las dos superfi¬ 
cies helicoidales que limitan el filete: pero esas envolventes difieren 
tan poco de dos segmentos rectilíneos que en la práctica se procede a 
conducir por el vértice saliente del triángulo generador tangentes a la 
hélice des cripta, tangentes que. por otra parte, difieren muy poro do 
los otros lados del triángulo. 

Las proyecciones horizontales do las dos hélices son dos eirámfe 
re n ci a s con cén trica s. 
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10. — Si en el helicoide considerado en 6 de esle parágrafo las 

generatrices se vuelven perpendiculares al eje se tiene el helicón^ 
recto, superficie reglada también no desarrollabie. 



La figura 412 da la representación de una porción de esta suj*?> 
ficie, engendrada por un segmento AB de generatriz. Los puntos < 
v fí describen dos hélices concéntricas y de igual paso. ( — 

La determinación del plano tangente a esta superficie en uno < 
mis puntos P se resuelve como en el caso general de los he icón 
oblicuos. 
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Nos referiremos al Lomillo a filóle ruad nulo. 

El es engendrado por un rectángulo, ABCD (fig. 413), contenido 
en un plano que pasa por el eje de vm núcleo cilindrico, con un lado 
BC dispuesto según una generatriz de la superficie de ese núcleo. 



Los dos vértices B y C del rectángulo describen sobre la superlu n 
cilindrica dos hélices iguales cuyo piso BJV 2 debe ser, por lo menú*., 
igual al doble de 7LC J? para permitir el pasaje de la parte salienii* 
de la tuerca. 

Los vértices A y D describen otras dos hélices de paso igual .■ 

las primeras, pero de radio OjA lf 

Otra aplicación del hclicoidc recto es dada por la figura 411 














Capítulo XX 



INTERSECCION DE SUPERFICIES 


§88. GENERALIDADES 

1. — En distintos capítulos hemos considerado la intersección de 
un plano con una superficie poliédrica, cónica, helicoidal, etc. Nos 
referiremos ahora al problema general de la intersección de dos su¬ 
perficies cualesquiera. Este problema se presenta a menudo en dis¬ 



tintas cuestiones prácticas; por ejemplo, cuando debe estudiarse 
conexión de dos cañerías, o las faldas de un techo, o la unión de un«i 
caldera con su chimenea, o de un avión con su fuselaje, etc. 
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*L i.)u., ■ H| ■< -!'Í ¡O* - * (I n Sr n.|l.:i¡ li» h.;ir¡¡ > ■ :• ■! n i Uíj.i " !• 

lincas especiales, en general no planas. Para determinarlas se pueden 
corlar las dos superficies dadas S y S' medíanle otra superficie auxi¬ 
liar S” convenientemente elegida. Las líneas de intersección l y V de 
S'\ con cada una de las superficies dadas, se encuentran generalmente 
en uno o más punios 1, ü, 3, . . que son punios de la iníersecc'ón 
buscada (fig. 415). 

Un número suficienio de superficies auxiliares permite el trazado 
de la intersección buscada. 



Fig. 416 


Tí..; éste oí método de las superficies secantes auxiliares. 

I,a superficie auxiliar más simple es el plano; el método es dis¬ 
tinguido entonces como método de los planos secantes. 

Estos pueden ser horizontales, o verticales, o de canto, debiendo 
tratarse, en general, de que las líneas según las cuales cortan las 
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ser simples: aristas de su peí! icim poiiédrir.MN. ;f¡iiT t ¡h!Ct , > de super¬ 
ficies cónica* o cilindricas, etc. 

4. — Cuando dos superficies se corlan puede ocurrir que una de 
ellas pasa a través de la otra; puede imaginarse que la primera queda 
entera dentro de la segunda, mientras ésta, eu cambio, es la cortada. 
Se dice entonces que hay penetración (lig. 41 (i) y la intersección se 



compone de dos líneas separadas: la curva de entrada y la curva 
de salida. 

La figura 417 muestra, en cambio, otro tipo de interseca ó*M$le aos 
superficies. Una de éstas entra sólo parcialmente en la otra. Hay 
entonces arranque o mordedura y la intersección consta de una curva 
única. 
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g 8SL INTERSECCION DE DOS SUPERFICIES POLIEDRICAS 

1, — La intersección de dos superficies poliédricas se compone de 
pita o más lineas poligonales, en general alabeadas. Sus vértices son 
los puntos en que las aristas de una de las superficies encuentran las 
raras de la otra superficie; sus lados son las intersecciones de las caras 
de las dos superficies. 

Para aplicar el método de las superficies secantes auxiliares cor 
sideremos las superficies de dos pirámides (fig. 418). Sus ver tices sor. 
Ü y V y sus bases ABC y DEF, situadas en los planos ni y jt*, respec¬ 
tivamente. 



Tiñamos los vértices U y y. Las trazas de la recta UV son R y S 
'Lodo piano, a y por ejemplo, que pasa por UV, tendrá sus trazas a-, v 
a v que pasan por R y 5, respectivamente; y si corta las dos su per 
L (f i •'; dadas, lo ha r á según generaíri ces de las mi siria s, 

j ,n-. puntos ríe encuentro, i y 3, de las generatrices de una de lar 
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supe.¡ ji* ff,n I.is .K; la o!rn :,uí-i‘i kií-.. son, - vid m- cerne, 
de i a uncí sección buscada. 

i ,os pinitos R y 5, donde convergen las trazas de todos los planos 
secantes auxiliares, se llaman punios de conrerpericia. 

Un segundo plano, fi, por ejemplo, que pasa también por L¡\- y 



Fjc, tóe 


corta las dos superficies, proporcionara otro- pinitos de la intei ra¬ 
ción, y así sucesivamente. 

Cuando un plano auxiliar corta una de las superficies según una 
arista únicamente, se dice que es un plano limite para esa superficie. 
Asi. el plano y es límite para la superficie de base DEF y es útil. Cas 
regiones útiles de los planos auxiliares están comprendidas entre las 
rectas SM y SN en el plano ji* y RM y RN en el plano 
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Fig. 424 

Uno de los sólidos tiene comí 
sobre una de sus aristas a; el otri 


aristas siguen la dirección d 
(fig. 424), el prisma puede ser 
asimilado a una pirámide cuyo 
vértice U ha sido lanzado al 
infinito en la dirección d. En¬ 
tonces la recta UV será la pa 
ralela por V a la dirección d. 
Se procederá después como en 
el número anterior. 

4. —- Consideremos ahora 
Jos superficies de dos prismas 
(fig. 425), 
vértice el punto U en el infinito 
tiene su vértice V en el infinito 


sobre una de sus aristas b . Los planos secantes auxiliares serán, pues, 
paralelos a las rectos a y b. Tomando entonces un punto arbitrario 



Fig. 425 
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P y trazando por él las paralelas c y d a las aristas a y b, respe* (iva 
mente, queda definido un plano a paralelo a los planos secantes auxi¬ 
liares. Las trazas de cualquiera de éstos serán así paralelas a las trazas 
«i y 02 del plano a. 

Se procede después como en í. 



Fío. 426 
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I>ani ( I U( ' 1<>s I'i'íHos proporcionado.. por : ,|, n „ ís M .,anles 
auxiliares sean verilees de la intersección se utilizan áulicamente aque¬ 
llos planos útiles que pasan por una arista de una u otra de las super¬ 
ficies. Obtenidos los puntos de la intersección es necesario determinar 
correctamente el orden según d cual deben ser unidos. 

, . 6 * ~ Consideremos, por ejemplo, el caso de dos superficies pi ó 
nía ti cas (ng. 420), una vertical y otra oblicua. 

C.oiru) planos secantes utilizaremos, de acuerdo con el procedí 
miento íiuíicatlo en el numero 4, planos paralelos a las aristas de 
ambas superficies. En este caso, planos paralelos al vertical de pro 
yeccioii. Uno de ellos, el que proyecta horizontalmente la arista Wíl. 
corta l.i superficie de base ARCO según los segmentos (generatrices) 
MM' y ¡VN\ y la superficie de base EFGH según la arista W. 
Los puntos (íj, 1 2 ) y í!,), en que EE' corta MÑP y Ñ~N' son 
puntos de la intersección que se busca. 

1 axa hallar otros puntos deben utilizarse otros planos auxiliares 
bu representación es dada en la figura 427, habiéndose empleado en 
conjunto seis planos secantes. Los planos por E t y G, (planos lírni 
es) nH.mdualizaron cada uno dos puntos de la intersección; los otro- 
determinan cuatro cada uno, pero fueron marcados solamente aquellos 
que, por pertenecer a una de las aristas, dan vértices de la intersección. 

Obtenidos los puntos de la intersección, deben ser unidos Note¬ 
mos antes que por la disposición relativa de las bases se trata de un 
problema de penetración, y la intersección constará entonces de dos 
polígonos cerrados distintos, el de entrada y el de salida. 

La proyección horizontal de la intersección es dada, evidente¬ 
mente, por las dos porciones de traza horizontal del prisma vertical 
interceptadas por el contorno aparente horizontal del prisma oblicuo. 

Para hallar la proyección vertical consideremos los distintos pía 
nos secantes como posiciones sucesivas de un plano móvil que, a partir 
de una posición inicial, se desplaza paralelamente a si mismo. Ocurre 
entonces que, moviéndose el plano en forma continua, el primer par 
de generatrices es reemplazado continuamente por otro y el punto 
común a las dos generatrices irá trazando la línea de intersección do 
las dos superficies. Mientras tanto, y simultáneamente, los puntos en 
que cada una de aquellas generatrices encuentra la base respectiva 
se moverán sobre el contorno de esas mismas bases. 

Sea entonces E\L\ la posición inicial del ulano secante, siendo 
‘ ~ (^p jy ) ‘-i punto de intersección inicial considerado. Como cu 
esa posición el plano es límite para la superficie prismática oblicua, 
tendrá que desplazarse necesariamente hacia la línea de tierra E? 
punto E, irá entonces hacia H x y el punto /, hacia ¿Y Se detiene el 
movimiento del plano cada vez que uno de los puntos móviles E\ 
o /j coincida con un vértice de la case resjiectiva, o sea, cada vez 
que el plano llega a contener una arista. Esto ocurre en el instante 
en que el punto f 2 , común a las proyecciones verticales de las dos 
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Kcanuda d plano su moviim.inío, el pimío móCI de la base de 
la superhcife ubiicua sigue hacia tí u el de la otra baso se acerca a B 1 
y, como aquí hay un vértice, el plano se detiene, be marca entonces 
como 3sa(3j, 3 ? ) el correspondiente punto ele intersección. 

Reanudada la marcha se produce ia próxima parada en O, mar¬ 
cándose primero el cuarto punto •/*) de ia míe»sección. Como en 


jnFv\. 




; l! 

i i rk\ \ \Xn>v 


poft icior ir'iaoi plano i 


Fie. 428 


■esta posición el plano es limite de una de las superficies dadas, no 
puede seguir avanzando, y como para obtener la curva de intersección 
completa debe volverse a la posición inicial, no queda otra alternativa 
que el retrocesodel plano. El:punto móvil de la base £iE, <?,//, po 
dría seguir dos caminos en este.muevo movimiento: el £,//,£, o el 
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(mFi/í'i. Como no hay interés en el ¡'tn-iein j»n-<|u-■ n'pruilni nía lo-> 
mismos puntos ya hallados de la intersección. *yno el camino 

El otro punto móvil, el de la base en cambio, no 

puede seguir contorneando su base porque su movimiento (lejana de 
ser continuo (para saltar de 4, a 4\). Debe, entonces, volver por el 
mismo camino seguido hasta ese momento. De aquí la regla-, cuanu- 
el plano auxiliar se vuelve límite para una de las superficies el moví < 
que describe la base de esta superficie continúa desplazándose en el 
mismo sentido , mientras que el otro móvil rehace su propio camino. 

Se llega de este modo al punto B u donde el plano se detiene y w 
marca el correspondiente punto 5 ^ (5j, 5-¿) de la intersección. 

La próxima parada es en Fi y se marca el punto o =■••« ’i- (’s. 1 - 

Se vuelve por fin a E u punto de partida correspondiente al punto - 


de intersección. , , 

Hemos conseguido así numerar ordenadamente los puntos oe la 
linea de entrada de la penetración propuesto. Basta unirlos mediano 
segmentos, visibles si Vs dos puntos extremos son visibles, invisible- 
en caso contrario, pe a tener Ja proyección de la lmea mencionada 
Para obtener la nnea de salida V2’ 3' 4' 5'ó' se repite el mismo pm 
cedimienio, empezando con el punto V = (J\, 1 2 ) y' hacienao O 1 " 
mientras E se desplaza, como antes, en el sentido EU G.,.. 
haga hacia D X C i 3 retrocediendo cuando el plano secante se n«" 
límite de la superficie de base EFGH. 


7._En la figura 428 se tiene otro ejemplo parecido. 

Pero la intersección se compone de un polígono único por trasu ¬ 
de una mordedura. n4 , 

Las flechas indican el recorrido de los puntos U Y Mi pam 
determinación de los puntos 1, 2, 3, 4 y 5 de la intersección. 

Para los puntos 6, 7 y 8 el recorrido no ha sido indicarlo r- 
razones de claridad en el dibujo. 


8. — La figura 429 corresponde a la ensambladura de dos pi¬ 
de madera de sección cuadrada. La construcción es tan simple. 

omitimos su explicación detallada. , , 

Hay un polígono de entrada y otro dé salida. La porción (ir. 

polígono situada detrás del plano de los ejes coincide en pioy < 
vertical con la porción que está delante. . 

A la izquierda se ha desarrollado la parte de superficie 
tica vertical, que se proyecta en el plano horizontal según la o 111 ” 

da BiAiDj. .... 

A la derecha se ha desarrollado la parte de superficie pi'i-'"-" 
oblicua situada fuera de la intersección. 


9._La intersección de las superficies de dos pirámides .. 

en verdad, una real importancia práctica. Mas para que el 

Iunida compenetrarse en forma más o menos completa de .. 

cierne a la intersección de superficies poliédricas, consideraren!.--. . 
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«! íi_;íUi<’:-. ífi'í .-I íN.VU'Jas {)á-díOS fio ÍiJU-J\;í»Ln*.;u Úu las ;\\ ■ Ií. i ? c J 4 ■;- Y- 

dos pirámides (* ). 

Sc^rtu oji loncos las pirámides represan la das en. ¡a figura 310. I. 1 na 
dr3 base /t/ií' , situada en el plano horizontal y vórtice 1): oira. <n- 
base I)KF_ también en el plano horr/ontai y vórtice V. 



Por lo disposición relativa de las bases se ve que el problema e; 
-de penetración. 

Los planos secantes auxiliares deben pasar (1 de este parágrafo) 
por la recta UV, 7 racemos entonces esta recta y determinemos su 


(*) DeSí]tí pw«ío de vista científico, el problema de la interserí ióu de pitá 
mides debe preceder al de la intersección de prismas, pues éstos no son mu o , 
particulares de aquéllos. Pero desde el punto de vista didáctico ir de í<> j/„¡| „ í, r 
■difícji, conviene a veces invertir el orden de algunos temas parciales de b ;r ,¡ f - n ..i, fJ r 
'que estamos estudiando. 
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traza horizontal (¿7,, //«). hazas horizontales de los pianos fe- 

cantes pasarán todas por H¡. y estarán comprendidas entre las posi¬ 
ciones limites HiBi y H l C í que determinan el ángulo 0 indicado en 

la figura. . .. n 

Uno cualquiera de los planos secantes, el de traza horizontal /'/iC-i» 



Pía. 430 


/ NTERSF.CCH );Y i >/•’ ,v l r PFllF!('¡FS 
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por ejemplo, í ui la Ja superficie di- t>. i ■ r- /](¡() M >púii ( a ai isla (77 y la 
de base Z)/¿7'' según las general i-i res /l/V y /VV\ 

I¿)s punios determinados s..n los marrados romo / • (/, /A v 

fO. ■' 

Considerando otros planos sotantes cuyas trazas horizontales pa 
sen siempre por H\ y estén dentro del ángulo 0 se encuentran fácil¬ 
mente^ otros puntos de la intersección. Algún plano secante propor¬ 
cionara dos de esos puntos, algún otro proporcionará cuatro; en este 
ultimo caso se marcarán solamente aquellos que pertenecen a aristas 
de una u otra superficie, es decir, aquellos que serán vórtices de las 
lineas poligonales de la intersección. 

Obtenidos los puntos, deben ser unidos en el orden exacto. So 
procede entonces como en el caso de los prismas, con la diferencia de 
que el plano secante auxiliar, considerado móvil, en vez de desplazarse 
paralelamente a si mismo, se desplaza girando alrededor de la recta 
UV„ es decir, de modo que la traza horizontal gire alrededor de IIi. 

Sea, pues, H 1 C x la posición inicial de la traza horizontal del plano 
secante. Consideremos como punto inicial el i, es decir, en proyección 
horizontal el /j. Los apoyos (trazas en los planos de las bases) de 
las correspondientes generatrices son C\ en la base AíBiCi y A/j en 
la piEiF ít Iniciado el movimiento de la traza IhCi, el punto M 1 se 
dirige hacia D x ; el punto C 3 , sin salirse del plano, podría seguir dos 
caminos: el CiAJíi o el CiB lt Imaginemos que siga el segundo. En 
marcha plano y puntos, el primer vórtice que se encuentra es el B\i 
el plano se detiene y se marca con ( 22») el punto de intersección 
determinado. 

La posición //i/h es una posición límite del plano secante; para 
seguir su movimiento debe entonces retroceder, es decir, girar en sen¬ 
tido inverso. El punto móvil de la base D\EiFi> que había llegado a 
Pi, debe rehacer su camino en sentido inverso. El punto móvil de 
AiBiC^ puede, en cambio, sin interrumpir la continuidad de su reto 
rrido, seguir hacia Ai sin cambiar, así, de sentido. Siguiendo la mar¬ 
cha en estas condiciones se llega al vórtice A u El plano se detiene y 
se marca con (3 i, 3^) el correspondiente punto de intersección. 

Se reanuda la marcha y se llega a Ci, es decir, a la posición 
inicial. El punto de intersección es, pues, nuevamente el (/j, I 2 ). 

Una de las líneas de intersección, la de salida, puede ser trazada 
ya: es el triángulo 1-2-3. 

Para la línea de entrada se reinicia el procedimiento, empezando 
con el otro punto determinado por el plano socante en la posición ini¬ 
cial HiCi de su traza horizontal, es decir, con el punto 4*r.~ (4 U / 3 ). 
Los puntos de apoyo sobre las bases de las generatrices correspon¬ 
dientes son Ci y Ah. 

Procediendo corno se ha hecho más arriba se encuentra sin difi¬ 
cultad el polígono 4-3-6-7-8. 

En cuanto a la visibilidad, no olvidar que un segmento es visible 
cuando son visibles sus extremos. 
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10»— Para ja intersección de las superficies de una pirámide y un 
prisma se procede en la forma indicada en el número 4 de este pará¬ 
grafo, es decir, trazando, como primer paso, la recta por V (vértice 



de la pirámide) paralela a la dirección de las alistas del prisma y 
«peiando después en forma análoga a la de los números anterior* 1 '. 
Trátese, entonces, de una pirámide de base ABC situada en A 










/ NTFMSFA. Cl< >.V /'/.; .V/ W '/r/ Vf '¡}'S 


v¡\ 

plaiiíi :r, V \ 1 I I Ur \ , y de un i »i i -u».i i) t - km- DA7 (,’ ! ;j n j I > ié|i . Llil.nl- 
en el plano ji , (fig. 431). 

í. lazada [Kir 1 la recia u p.iralt-la a ja-' aristas del prisma se <le- 
termina su traza (//,, }/.,) m,¡„. d plano <],• las bases. 

Í..Os pianos set a t il es a m \ i í ra i r. | -ara f i. n.¡; i 1 ral mente. por la red.' 
¿A y (.orno }<\< dos bases e-Lni m ej aian.i piano jiq, se u 1 itiza¡ áii 
solainnnle sns trazas hon/miiale-:. jadas pasan todas por //,. 

^ u í )f)i izamos que A/k 1, t-, )a p f lición i nú jal de la traza horizontal 
del plann seranle. De los dos pimíos de intersección deionninado* 
consi aere? nos uno sido de ello., al i\ur llamaremos punto 1 sr.~ (f lm í :¿ ). 
j.,os ajnyos )!¡¡)v i Jes sobre o! plano de las ba<es, de sus correspondiente* 
genera irires;, son. A ¡ y A/y. 

hucmdíj í*¡ rnoYmiirj iíí , dri pí-ji:u Me ¡míe. A x puede s?"j_n = i¡■ dos 
í. ajni.íi-Ilacia o hacia /A. Adoptemos ei segundo. ItJi. cuanto a Al 2 
se dirigirá lauda A,. 

•Sobre, io- dos recorrido* e i lado- el primer vértice que sí 1 (mk ueu ! r ■ 
es que prupmviona el pauto 2--/(2 u 2 A) de la íntorMvnón. 

i asi se sigue con los puntos 3. 4 } 3 y / nuevamente. Se .rom 
]>leta así la lnie;i de entrada de la penetración, ya que de pru-Orn 
ción se trata. 

Como se ve, ja entrada esta situada en dos caras de la sup? ríAu 
prismática. 

l >a ya la linea de salida se remida el movimiento con la mr 
ma posición inicial del plano secante, pero con el segundo punto. 
6 f= ( ó l5 do), que este plano determina. Ks decir, sobre la base 
Á 1 BiC 1 el punto de partida sigue siendo A > y sobre DJ'J'AA el 
punto ele parí, ida e.s Ab. 

For razones de claridad en el dibujo no se marró el sentido d< 
este segrí tido .retr >rri do. 

Lf! ]mea do salida os el íriáugulo 6-7-8, situada, nalm.iljc.-uír 
en una sola cara de la superficie prismática. 

Corno ejercicio, llaga d lector el desarrollo de la superfino |,,!er d 
del prisma, dibujando en él los dos polígonos de la inU-rscc< i,'m. 
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Cuanto se 
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■ KSLrrfo* de SVPmibU i«t.í <;<>>; :t-\s 

S Mi|>erfides cónicas jmeuVn ser consideradas como límites 
¡ rs 1”«™idales cuando o! número de cacas tiende a infinito. 
,,n estableado para hallar la intersección de las superficies 
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de dos pirámides tiene así su aplicación en el caso do las mii> erlirios 
cónicas* 

2. —-Sean dos conos oblicuos cuyas bases pertenecen a un mismo 
plano, el horizontal, por ejemplo (fig. 432), 

Uno es de base circular y vórtice (í/i, U•>); otro, de base elíptica, 
tiene el vórtice (V íy V 2 ). 

Queremos hallar la intersección de sus superficies. 

Para que los planos auxiliares corten estas superficies según rectas 
(generatrices) deben contener la recta que une los dos vórtices. Uni 
mos entonces U y V mediante una recta y determinamos su traza T 
sobre el plano de las bases. Un plano secante auxiliar cualquiera, el 
a, por ejemplo, puede quedar individualizado mediante su traza sobre 
el plano de las bases y la recta UV común a todos los planos secantes. 
La traza pasa, naturalmente, por T\ (1 de §89), es decir, por el 
punto de convergencia. La traza vertical no resulta necesaria por 
cuanto ninguna de las bases está situada en ese plano. 

Procediendo en forma semejante al problema de la intersección 
de superficies poliédricas, iniciaremos la determinación de puntos de 
las líneas de intersección, fijando arbitrariamente la posición de par¬ 
tida del plano secante, y nos detendremos allí donde conviene marcar 
un punto de las lineas buscadas. En la primera posición adoptada, la 
correspondiente a la traza ai, la superficie de base circular es cortada 
según dos generatrices y la de base elíptica según una generatriz. De 
los dos puntos de intersección marcamos, para iniciar el movimiento, 
sólo el punto 1 = {í\, ¿ 2 ). La próxima posición del plano a es la que 
determina una generatriz del contorno aparente vertical de la super¬ 
ficie de vértice U. A esta posición corresponde el punto marcado 
como 2. 

La tercera posición de a es la que determina una generatriz del 
contorno aparente vertical de la superficie de vértice V, obteniéndose 
así el punto 3. 

Y así sucesivamente. 

Las flechas indican el.sentido de cada recorrido, debiendo notarse 
que las detenciones del plano a se efectuaron solamente allí donde una 
de las generatrices determinadas es del contorno aparente horizontal 
o vertical de una u otra superficie. Salvo las posiciones limites, que 
pueden no dar una generatriz del contorno aparente. 

De cualquier modo, nada impide considerar otras paradas del 
plano secante móvil si resultase necesario o conveniente para obtener 
otros puntos intermedios de las líneas de intersección. La tangente a 
la línea de intersección en uno de sus puntos genéricos P {P^ :> PP) 
aparece en la figura 433, cjue reproduce las mismas superficies dadas. 
Esa tangente es la recta de intersección de los planos tangentes en 
dicho punto a cada una de las superficies. Y estos píanos son conocí 
dos mediante las generatrices que pasan por el punto y las trazas 
sobre el plano de las bases, trazas que, como se sabe, son las tangentes 
a las bases en los puntos M y /V, respectivamente. La intersección de 



intersección nr sr/'i;nnr/r.s 


esas.trazas da // i9 traza liorn.ould ,!r la I.üi-m-íu.-. imicndo //, 
se tiene la proyección horizontal / t do } iX reda pedida. 

Es fácil después marcar /-. 

°* Como caso particular cnnsideiviM-í ; la iiilersccoión da des 
superficies cónicas circulares. J .as ba*v , esími cu el mismo ulano 
rizón tal (fig. 434). 

1 rotándose de un caso tan especial nos apartaremos un tanto de) 
procedimiento seguido en el número anterior. Consideremos varios 



Fig. 433 
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planos auxiliares horizontales. 1 as seo i<.nos producidas en rodo su 
períicie son circunferencias, y entonces los puntos comunes a dos 
circunferencias de un mismo plano son puntos de la intersección. 



Para obtener el punto í puede procederse por tanteo hasta H"' 
las dos circunferencias producidas por el plano secante sean tangeni<- 
o, si se quiere, en forma más rápida, utilizar como plano secanlr » l 
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de las generatrices AJL y <!., ,1 punió /. f, is otras dos genera- 
taces se corlan fuera de las s„,„ , l inos cu.r ¡deradas. 

L1 uso de planos secanles <|iie deii'rininatt circunferencias en las 
superficies dadas resulta ventajoso cuando éstas da 
lares paralelas. 


an secciones circu 


4* En la figura 435 hemos considerado dos superficies cilindri¬ 
cas oblicuas cuyas bases están en vm mismo plano horizontal. 

<r on^ 1 ? análoga al caso de dos superficies prismáticas (4 de 

§oJ), los planos secantes auxiliaros serán paralelos a las generatrices 
ce ambas superficies. Como primer paso se elige entonces un punto 
arbitrario P cerca de las superficies y se conducen por él las paralelas 
m y n a las generatrices de las dos superficies. Queda así definido 
un plano a paralelo a los auxiliares. Las trazas de éstos serán enton¬ 
ces paralelas a las trazas ai y 02 del plano a. Como en este caso las 
ases de ambas superficies están en el misino plano, el horizontal de 
proyección, basta considerar solamente las trazas horizontales de los 
planos auxiliares. Uno de éstos, el |3, por ejemplo, corta la superficie 
cilindrica circular según las generatrices A A’ y BB', y la cilindrica 
elíptica según la generatriz CC\ Los puntos comunes a estas genera¬ 
trices son puntos de la intersección, 

. risibilidad de cada punto se determina previamente por la 

visibilidad denlas generatrices que lo determinan. Así, las generatri¬ 
ces AA y CC% que son independientemente visibles en proyección ho¬ 
rizontal, dan un punto 10 visible en proyección horizontal e invisible 
en pro3 r ección vertical porque sobre este plano AA f es invisible. 

El otro punto determinado, el es, en cambio, invisible sobre am¬ 
bos planos de proyección. Los planos secantes |3 y y constituyen los 
planos límites útiles, tangente cada uno a lina de las superficies*, se¬ 
cante de la otra; conviene que sean los primeros dibujados porque in¬ 
dican en seguida la naturaleza, mordedura en este caso, de la inter¬ 
sección. 

Los planos secantes que cortan una de las superficies según una 
generatriz del contorno aparente horizontal o vertical darán puntos 
situados sobre el respectivo contorno, y en ellos la curva de intersec¬ 
ción es tangente a la correspondiente generatriz. Estos planos son 
ocho en general. Obtenidos los puntos de intersección es necesario 
fijar el orden según el cual deben ser unidos. Se procede entonces 
como en el caso do las superficies prismáticas. 

Partiendo de la posición inicial p del plano secante, hemos movido 
este paralelamente a sí mismo, considerando el punto í como primer 
punto de intersección. E] punto C 7 ha recorrido entonces la base a la 
cual pertenece según lo indica la flecha, mientras el punto B 1 hada 
otro tanto sobre su respectiva base. Las paradas del plano móvil se 
efectuaron al llegar a las posiciones de los planos secantes que dieron 
puntos de la intersección. 












INTERSECCION DE SUPERFICIES 
EJERCICIOS 



Í18. Hallar la intersección de las 
perficies cónicas siguientes. 


119. Hallar la intersección de las 
superficies cónica y cilindrica 
siguientes. 




Ejercicio lio 
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120. Hallar la intersección de 

las superficies cónica y L 
cilindrica siguientes. 


T 


EjkkciCIO JlíO 


Hallar la intersección de 
las superficies cilíndri 
cas siguientes. 




Ejkucicio 121 




INTERSECCION nr 


• í rrm-H■// 


S!<) IN IKKSKCcroJN DE SUl’EKEP I¡ 
•'•‘ IES CUEVAS 


i’oJ.t 1:1 >iti< a:¿ <• 




. J - *"t intersección de una suprH¡<-¡,, nnlirdru-. , 
l.c.e rnrv.i se obtiene determinan.!., | ; , o, , ¡un „i' , ¡l "V 

rxw vii c.t )jí cada una de las c-n-u . /• ííí ; ( J ; i / ;n r 

tenerse en cuenta que la intersección \ i /’ ,Hi,|r,J, 1 ' ir< ' L í)f |h 

curva sección, más que la .jarte ano ñorUr \ ?' J,rCIl(!c ’ de í;i,li ‘ 

correspondiente, excluyéndose enion, ,- lis mT 1 ' 0nllneate a la c - ara 

el plano ilimi- •> c en, ‘>'" - bis parles de curva situadas en 

í a d o de es a 
cara. 

Para evi¬ 
tar errores es 
i mp o rtanto 
determinar el 
punto en que 
cada arista de 
la superficie 
poliédrica cor¬ 
ta la superfi¬ 
cie curva. 


2. — De- 
tenninem os, 
por ejemplo, 
la intersección 
de las superfi¬ 
cies de una es¬ 
fera y de un 
prisma recto 
exagonal (fi¬ 
gura 440). 

Ej piano 
de cada cara 
corta la super¬ 
ficie esférica 
según una rir- 
cunf eren cía. 
Esta aparece 
en verdadera 
magnitud so¬ 
bre el plano 
vertical < lian¬ 
do la « ara es 
paralela a eso 
plano, í .a seo 



í 1 ' 


4 F¿A¿ \ B-D., C 


’2 U 2 V 
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ción producida por el plano que conde ne la ca ra A fiB'A', por ejem¬ 
plo, es la circunferencia de diámetro M 2 N 2 = Mi/Vi- 

La circunferencia produc ida p or el plano que contiene la cara 
FAA'F' tiene como diámetro PjQu En proyección vertical aparece 
según una elipse. Su eje menor es KQ s , o bteni do mediante líneas de 

referencia por P\ y Q\- Su eje mayor es R¿-> — 1 íQi- 
Y así para otros planos. 



Fig. 441 


Conviene para cada alióse determinar los puntos pertenecientes 
,i rorílomo aparente vertical, los puntos del contorno aparente ven 
t¡,-a! se proyectan horizontalmente sobre el diámetro paralelo art - *’•' 
punto F u intersección de ese diámetro con la traza l\Qi del plano se 
ante contiene la cara FAA'F’, es entonces la proyección hon 






//v/ / /;.v/'7 vvo/v i>h: sunRiunciRS 


uu 


7oril«il d<- lo*. I o 11 r I < > <*n qilr la elipse * '< >? • <’> \ uji >{ 1 i < *u ÍO teca \ i ■ • ■ l ^ ■ r r . 

apúrenle vnliral de la superficie esférica. 

Su 1 , proyecciones verticales son Tn y T f t> . 

Kn este problema hay penetrar ióu, pues todas las ariste:; <1<- L 
su perla K‘ prismática corten la superficie esférica. 

X. -láu la figura 441 hemos hallado la intersección. <1; un.i u 
pedicie cónica y una prismática. 


T 




Fu?. 442 


Las caras de frente de la superficie prismática, paralelas al eje de 
la superficie cónica, determinan como secciones arcos de hipérbolas. 
Para encontrar el vértice de la hipérbola se ha recurrido a un plano 
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de perfil. Puntos cualesquiera de la sección fueron obtenidas mediante 

planos secantes horizontales. 


4. — Las intersecciones de 2 y 3 tienen aplicación, en mecánica, 
vn el dibujo de las caras de las tuercas de tomillos y en el de cabezas 
de .pernos. 



En la tuerca a chaflán esférico o en la cabeza exagonal de bulón, 
representada en la figura 442, el chaflán es una porción de superficie 
esférica. Las caras de frente de la tuerca o de la cabez a de bulon 
curtan la superficie esférica de centro (Oí, 0*¿) y radio 0\A i según 







/NTtiRSIiCClON DE SuPiÜih'iCUiS 


, ! I )'• Tí u'. (ir- í f.v . 

que. < ■ • abemos, sí; proyectan ver- 

Liniiinnii;' en tamaño rea i. 

i ,¡\ s r;uas i a lera los, s i tu acias en 
planos \ ártica i es oblicuos con respec¬ 
to ai piano ve \r l i ca "i.. d e Leí i ¡ i i n< ¡ n e 1 i f >■ 
ses en la forma indi-cada e:n el nu¬ 
mero 2 (íe este parágrafo. Marcadas 
las porciones útiles de las secciones 
planas halladas, residía el trazado 
pedido. 

5. La figura 443 da la repre¬ 
sentación de una cabeza de bulón 
exagonal a chaflán cónico. Consta 
de un prisma exagonal con la base 
superior cónica. El ángulo que for¬ 
man las generatrices del contorno 
aparento del cono es 100° en el sis¬ 
tema métrico decimal y 120° en el 
sistema inglés. 

Las caras de] prisma cortan la 
superficie cónica según hipérbolas 
que pueden determinarse por puntos. 

La parte superior plana de la 
cabeza del bulón corta el cono según 
un circulo. 

En la práctica se sustituyen Jos 
arcos de hipérbolas por arcos de cir¬ 
cuí! lerendas. 

Así se ha hecho en la figu¬ 
ra 414, en la cual todos los elemen¬ 
tos necesarios para el trazado del 
bulón son deducidos del diámetro 
exterior d de los filetes. 



— 2d+S 


Fio. 444 
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intersección de síde revolución 


1. — Entre las superficies cónicas y cilindricas consideradas en el 
parágrafo 90 algunas eran de revolución Para hallar su intenseación 
no fué necesaria recurrir a me tocios distintos de los establecidos pa.? a 
las superficies cónicas y cilindricas en general, salvo cu algún caso 
muy sencillo, para simplificar la construcción. 

Nos ocuparemos ahora del problema de la intersección de nos su¬ 
perficies cualesquiera de revolución en aquellos casos de solución 
simple e interesante, es decir, precisando más xas cosas, en aquellos 
casos en que los ejes ele las dos superficies son coincidenles, o si no 
son coinciden tes, que estén en un mismo plano. 

Pueden establecerse así tres casos: IV ejes paralelos; 2 9 ejes con¬ 
currentes; 3- ejes coincidentes. 


2. ■—Si los ejes son paralelos, utilizaremos como superficies se¬ 
cantes auxiliares pianos perpendiculares a los ejes. Las secciones 
producidas son circunferencias que sabemos determinar. Los even¬ 
tuales pimíos comunes a cada par de circunferencias son puntos de 
la intersección. 

3 P — Trátese, por ejemplo, de encontrar la intersección do una 
superficie esférica y una cilindrica (fig. 445). 

Como cualquiera de los diámetros de la superficie esférica puede 
ser considerado corno eje, basta, en este problema, que los planos secan¬ 
tes auxiliares sean perpendiculares al eje de la superficie cilindrica. 
Las secciones producidas en ésta se proyectan horizontal mente sobre Ja 
base; las producidas en la superficie esférica se proyectan, en cambio., 
según circunferencias de centro Cb. Los puntos comunes a estas cir 
conferencias y a la base del cilindro son puntos de la intersección. 

Así, el plano a, dado por su única traza 1 x 2 , permite hallar, en f 
forma indicada, el punto (Pi, P») de la intersección en la porcina 
visible de la curva, y el (Qi, Q 2 )? en la invisible. 

E 11 vez de seguir hallando puntos cualesquiera conviene siorripn* 
hallar los llamados puntos notables de la curva de intersección. 

F.n primer lugar aquellos situados sobre el contorno aparente \ ( 1 
ti cal de la superficie esférica. Para esto, en vez de recurrir a un plano 
secante perpendicular al eje del cilindro, se recurre con ventajo T 
plano que contiene el meridiano principal de la superficie oslen- ■ < 

Su única traza es fh y corta la superficie cilindrica según I . 
generatrices que se proyectan sobre el plano oti en los puntos M x y -V ■ 
y la superficie esférica según el meridiano principal. Los punía:* *1/ 
y A ? 2 , en que aquellas generatrices cortan este meridiano, son I- 
puntos buscados. 

En segundo lugar determínanse los puntos de la interse rían 1 < 
lenecienles al contorno aparente veri leal de la superficie < íIítuIm 
T ambién aquí, si se quiere, puede usarse un plano para lel o ai \n m - 1 
de proyacción: el que proyecta sobre tí x el diámetro A TV [*->> il< 
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LJ\ de la base del cilindro. Su única traza es yi, que permite bailar 
sin dificultad los puntos A 2 y B%. 

En tercer lugar se individualizarán los puntos en los cuales la 
tangente a la curva es horizontal. Corresponden a los situados sobre 
el diámetro EjC'iOiDj. La circunferencia con centro en O, y radio 
(Jj7 l permite hallar la única traza <&> del plano secante auxiliar. Una 
línea de referencia por E± proporciona uno de los puntos, b usca- 
dos. Del mismo modo, la circunferencia con centro en O* y radio O 1 D 1 
determina la traza &2 de otro plano secante, gracias al cual se fija el 
otro punto, Di j, buscado. ^ r 

Con la proyección P\ de un punto genérico P 9 con M 2 y A '2 sobre 
el meridiano principal de la superficie esférica (en éstos, meridiano y 
curva de intersección son tangentes), con A 2 y #2 sobre el contorno 
aparente de la superficie cilindrica, y con E 2 y D 2> en los cuales la 
tangente a la intersección es horizontal, se puede trazar perfectamente 
la proyección vertical de la línea de salida de la intersección. 

Por simetría puede construirse la curva de entrada. 

Conviene completar el problema hallando la tangente a la inter¬ 
sección en uno de sus puntos P = (P 1 , Ps) ■ 

La recta tangente es la ínter sección de los planos tangentes en ese 
punto a la superficie esférica y a la cilindrica. 

La traza horizontal 81 del plano tangente a la superficie cilindrica 
coincide con la tangente íi a la traza de la superficie sobre el plano de 
proyección horizontal. El plano tangente a la superficie esféiica puede 
ser determinado mediante las tangentes en P al paralelo y al meridiano 
que pasan por este punto. La tangente al paralelo es la horizontal 

La tangente al meridiano puede ser determinada siguiendo cual¬ 
quiera de los procedimientos establecidos en § 83. Sigamos el que se 
basa en la afinidad entre dos meridianos de una misma superficie de 
revolución. Se sabe que las tangentes en punios correspondientes son 
también afines. Se traza entonces la tangente por P f , ¿ y se une P 2 con 
el punto Rz en que aquélla corta el eje 0i0 2 de afinidad. La recta t” 
obtenida es la proyección vertical de la tangente al meridiano que pasa 
por P. Su proyección horizontal es t Para hallar las trazas de la 
recta t” se puede proceder como se ha procedido siempre, pero, por 
razones de espacio en el dibujo, consideremos un nuevo plano hori¬ 
zontal de proyección, el horizontal que pasa por 0 ¡ 2 . La traza hori¬ 
zontal será entonces (7 V /, T "). Por T” dehe pasar la traza horizon 
tal del plano tangente a la superficie esférica, y como por contener L 
recta horizontal t f debe ser paralela a íj, se traza por T" la para 
lela a í'. Se tiene así la traza del plano tangente a la superfici'* 
esférica. El punto Ti, intersección de pi y 8 ,, es entonces la prove* 
ción horizontal de la traza horizontal de la tangente a la curva 
intersección. Su proyección vertical es T 2 , Uniendo 7 2 con P» 11 
tiene la tangente pedida TP (7’ 3 P.i, T 2 P 2 ). 



I /V f /'JiS/<'.( '( 7(>,v / 1 / :,7 / i >/,7)7'7í 7 /- V 


Wi 


•í , > (i' • ' l] • I i ir ti "í & 1 1 I « • * ■!: n i f S l< ■ í í • ■> ¡ l !•- r jr.s t Oh h «r i¡ j . ( 

se corlan irim mui o varios pat a ir!-:¡ ; , eonmnc.s. í ,a I’j gura 4í() n -pn 
sen la d <>\ nj >rrl i<K'S de,- revolnriim dadas por mi único eje fr ín r-) \ 
sus meridianos principóles respe* ¡ i(p/q, in¿) y (mjj, ra^). Da ni 
t;ers('í rion de las <los supcrlicn ■. <1 paralelo común de radio 0 .1 

jiro ver. lado hunzontali nenie en i oir.-oo real y w?¡ i.icalmente según : n 
•diámetro A^B>¿ 



La figura 447 hace ver dos aplicaciones sencillas de esta un 
portante propiedad. 

5<.— Cuando debe hallarse la intersección de dos superficies cua¬ 
lesquiera de revolución, cuyos ejes se cortan, puede escogerse como 
plano vertical de proyección uno paralelo al plano de los dos ejes y 
como plano horizontal uno perpendicular al de los ejes. 

En este caso el uso de planos secantes auxiliares rio resulta con ve 
niente. pues no es posible conseguir que un mismo plano corle las dos 
superficies dadas según circunferencias. Se recurre entonces a una 
serie de superficies esféricas auxiliares concéntricas, De acuerdo con 
lo establecido en el numero anterior, si una superficie esférica tiene su 
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cerilnj en el eje de otra superficie de revohirinu, l.j inUü ión es 
una circunferencia. Si entonces se toma como centro el punto común 
a los dos ejes, la superficie esférica considerada cortará según una cir- 
cunferencia cada una de las superficies de revolución dadas. Los even¬ 
tuales puntos comunes a las dos circunferencias son puntos de la in¬ 
tersección buscada. 

Lsle método es practico solamente cuando los dos ejes son para- 
lelos a uno de los planos de proyección, porque sólo entonces las cir¬ 
cunferencias aludidas se proyectan sobre ese plano según segmentos 
de recta. 

Supongamos entonces dos elipsoides (fig. 448). El eje del uno. 
vertical; el eje del otro, oblicuo con respecto al ¡daño horizontal, es pa¬ 
ralelo al plano vertical. Los dos ejes se encuentran en (E u fu), fina 
superficie esférica auxiliar, la de radio E<>Ao, por ejemplo, corla la 
superficie de eje vertical según la circunferencia que se proyec ta sobre 
*2 como segmento A 2 jB 2 ; y la otra superficie, según la cirnuifercnria 
que se proyecta como segmento C 2 D 2 también sobre el plano * Jt El 



punto Af* común a esos segmentos es la proyección vertical de un 
punto de la intersección. 

Como M¿ está en el paralelo proyectado horizontalmente según l.i 
circunferencia de centro E 1 y radio ÁJC U una línea de referencia pe. 
rnite determinar M\. Fd punto hallado es, pues. (A 1 1} MC). 

I^a misma superficie esférica individualiza un segundo punió 
intersección, el ( M \, ME)., invisible en proyección vertical. 

\ así para otros puntos. 
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En proyección horizontal 
y por razones de claridad, el 
revolución a eje oblicuo. 


no se ha representado, por innecesario 
contorno aparente de la superficie de 


6.—Como caso particular consideremos la intersección de una 
superficie cónica y otra cilindrica, ambas de revolución, siendo sus 
ejes concurrentes y perpendiculares (fig. 449). 

Es el caso de una chimenea troncocónica de una caldera. El punto 
U es el centro de las superficies esféricas auxiliares. 



Fig. 449 



En vez de la proyección horizontal se ha marcado esta vez el 
perfil de la s superficies. La proyección sobre el plano de perfil es el 

arco C' 3 A 3 C 3 común a las dos superficies. 

Los puntos Ai y B<> comunes a los dos contornos aparentes veril 
rales son, evidentemente, puntos de la intersección. 

I' 8 superficie esférica tangente a la superficie cilindrica da !.. 
plintos mas bajos C y C\ 



/A' TEMSEi.VfON DE SUPERE!( ÍES 


yv\ 


5 ÍKC V I * I I ( \ í ION KS 

La intersección de superficies tiene 1 1 ecuenle aplicación m 
nnp< n-i. ni les problemas prácticos. Mostráronlo: algunos. 

Refiriéndonos a la mecánica, la figura 450 hace ver la unión 
d«' jjir/a'. cilindricas rio diámetros distintos. 



La figura 451 da o! detalle de nr¡ codo de caños cilindricos, como 
los utilizados, por ejemplo, en insta i aciones de calefacción y ventila 
cion. Ln estas insta i ación es se liare r lo mayor posible, pudiendo llega r 
hasta 1,5 veces el diámetro del cilindro para disminuir la resistencia 
al paso del fluido. El ángulo del codo es en la figura 0 = 90°, pu 
diendo, naturalmente, ser distinto. 

El codo consta de cuatro cilindros que se cortan sucesivamente. 
Las secciones son planas (elipses). 

Las figuras de la derecha mucslran cómo de una chapa única 
o de un cilindro único pueden obtenerse los cuatro trozos nou-;arií>> 
para el codo. 

2. — Redi riéndonos a la construcción, la figura 452 mué- ira una 
bóveda de arista constituida, como se sabe, por'la intersección, de «L 
bóvedas de superficies semi cilindricas. 








